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Estabilidade das Estruturas Geodésicas Prefécio

PREFACIO

O estudo da matéria Resisténcia dos Materiais no curso de Engenharia
Cartogréfica da UFPR era marcado por uma énfase, quanto as aplicacdes, no dominio
da Engenharia Civil. Contudo, o contelido desta matéria permite que também segjam
feitas aplicagbes diretas no dominio da Engenharia Cartogréfica. E este fato foi o
motivador da criagdo da disciplina Estabilidade das Estruturas Geodésicas, no ambito do
Departamento de Geomatica.

A idéia desta disciplina surgiu da discussdo relativa as novas diretrizes
curriculares para o Curso de Engenharia Cartografica, em 1997, durante uma reunido do
grupo de estudo, formado pelas professoras Dulce Machado Bueno e Luciene Stamato
Delazari Skroch, pelos professores Antonio Joseé Berutti Vieira e Henrique Firkowski, e
por mim. Apés uma andlise do contelido da matéria Resisténcia do Materiais, ficou
evidente que a matéria em muito se valorizaria se fossem incluidos exemplos de
aplicacdes na &rea da Engenharia Cartogréfica, mais especificamente, de Geodésia. Tive
a stisfagdo de ver esta proposta aceita pelos demais membros do grupo de estudo. A
idéia da criagdo de uma nova disciplina, com este novo enfoque ganhou vulto, vencendo
as resisténcias iniciais. O nome da disciplina, Estabilidade das Estruturas Geodésicas,
foi uma sugestéo do professor Silvio Rogério Correia de Freitas, um dos que apoiaram a
idéa

A implementagdo da idéia origina tem se mostrado um sucesso, 0 que mostra
gue a nossa motivacdo em cria-la era correta, apesar dos percal ¢os.

Este texto apresenta o materia didédtico, da parte relativa as aplicacOes
geodésicas, usado na disciplina Estabilidade das Estruturas Geodésicas, no ano de 1998.
O texto, obviamente, ndo esgota o assunto. Contudo, ao tomar a decisdo de publicé-lo, o
faco com dois intuitos. Em primeiro lugar, fornecer aos alunos da disciplina um texto de
apoio em portugués. Em segundo lugar, procurar mostrar aos demais colegas dos outros
cursos de Engenharia Cartogréfica uma iniciativa capaz de satisfazer normas
curriculares a0 mesmo tempo em que se motiva os aunos para aplicagbes mais

préximas do futuro dia-a-dia profissional.

Vi
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Deve-se deixar claro que os assuntos tratados neste texto ndo totalizam o
contelido programatico da disciplina. Os assuntos referentes a Torcdo, Flexdo e
Flambagem devem ser enfocados usando- se alguns dos varios livros textos existentes.

Deve-se ainda deixar registrado meus agradecimentos a Luciana Helena de
Aralljo, estudante do quinto ano de Engenharia Cartogréfica da UFPR, e monitora da
primeira disciplina de Estabilidade das Estruturas Geodésicas (ano académico de 1998),
gue colaborou com grande parte do trabalho de editoracdo deste livro, incluindo o

desenho de muitas das figuras.

Prof. Marcelo Carvalho dos Santos, Ph.D.
Curitiba, 1999
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Estabilidade das Estruturas Geodésicas Introducdo

1. INTRODUCAO

Define-se Mecénica dos Materiais, ou como mais comumente chamada,
Resisténcia dos Materiais, como sendo um capitulo da mecéanica dos corpos solidos que
trata do equilibrio dos corpos considerando os efeitos internos provocados por forcas
externas [Popov, 1976]. Possui inimeras aplicacbes na Engenharia, tradicionalmente
ligadas a solucdo de problemas de dimensionamento e verificacdo de seguranca de
pecas e estruturas.

A Mecanica dos Materiais trata do comportamento de corpos sujeitos a forcas
externas. Este comportamento depende das leis fundamentais da mecanica Newtoniana
gue governam o equilibrio das forgas, como também das caracteristicas fisicas dos
materiais que compdem o corpo. Informacfes destas caracteristicas sdo determinadas
em laboratério, onde os materiais sdo testados sujeitos a forgcas conhecidas e
controladas, e o comportamento resultante observado visando a deteccéo de fraturas,
deformacdes, etc. O enfoque aqui dado, lida com ainvestigagdo matematica ao inves de
experimentacdes laboratoriais.

O estudo da Mecanica dos Materiais envolve corpos, normalmente referidos
como pegas ou elementos resistentes. Estes corpos podem ser definidos como sendo
todo corpo capaz de receber e transmitir forgcas. Como exemplos de pegas ou elementos
resistentes pode-se citar:

(8 BARRA: é 0 corpo que apresenta uma dimensdo bem maior que as outras duas. Esta
dimensdo denomina-se comprimento da barra (ver Figuras 1.1 e 1.2).

| 1 | H se¢do transversal
. comprimento ’ b

Figural.l —Barra

i

tirante

» o
» -

pilar ou coluna

v v v

A
VIGA coluna T

Escora
Figura 1.2 — Exemplos de barra.
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(b) PLACA ou CHAPA: é a peca que apresenta uma das dimensdes muito menor do
gue as demais. Esta dimensdo denomina-se espessura da placa.

“Te

€spessura

plano médio
L
Placa Chapa

Figura 1.3 — Placa ou Chapa.

(c) CASCA: é a peca que apresenta uma das dimensdes muito maior que as demais e
sua superficie é curva.

J‘L‘L \uperﬁcie média

Figura 1.4 — Casca.

(d) BLOCO: € o eemento resistente no qual as 3 dimensdes apresentam a mesma
ordem de grandeza.

Figura 1.5 - Bloco.
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O conceito de peca pode ser estendido a corpos, ou estruturas, de maior
proporcéo, como estruturas feitas pelo Homem, tais como, pontes, barragens, ou até
mesmo partes do proprio planeta Terra, tais como placas tectonicas e regides sujeitas a
vulcanismo, a soerguimento pos-glacial, e a subsidéncia [Santos, 1990].

Na conceituacdo basica da Mecéanica dos Materiais, 0S corpos ou pecas, tais
como as indicadas nas Figuras 1.1 a 1.5, sob a agdo de forgas externas, estdo sujeitos a
deformaces de diversas naturezas. A mesma conceituacdo basica pode ser aplicada as
estruturas de maior proporcao, mencionadas acima, 0 que é feito em estudos dentro das
areas da Geodésia e Geodindmica. Como exemplo de deformagdes, pode-se citar
aguelas provocadas pelo choque entre duas placas tectonicas, as oriundas do movimento
de falhas geoldgicas (Figuras 1.6 e 1.7) ou agquelas provocadas pelo enchimento de
barragens (Figuras 1.8). Deformagbes provocadas pelo choque entre duas placas
tectonicas sdo indicadas na Figura 1.6, que mostra uma Situagdo que existe entre o
choque da Placa de Nazca com a placa Sul-Americana. A placa ocednica (Nazca)
encontra-se empurrando e penetrando por sob a placa continental (Sul-Americana). A
placa continental, por seu turno, esta sendo levantada, criando a cordilheira dos Andes.
Este encontro entre as placas resulta em terremotos, rapidos movimentos verticais da
crosta e vulcanismo associado. Ao longo do encontro entre as placas encontra-se uma
fossa ocednica, resultante da subduccdo da placa oceénica. Outros tipos de limites entre
placas existem. A Figura 1.7 mostra os trés tipos basicos de falhas geoldgicas, a saber,
falha transcorrente, falha normal e falha inversa, cujos movimentos estéo geralmente
associados a sismos. A Figura 1.8 mostra possiveis deformacfes associadas ao
enchimento do reservatério de uma grande barragem. Nota-se a existéncia de
movimento vertical (subsidéncia) devido a carga provocada pela massa d égua apos o
enchimento do reservatério (linha mais grossa), bem como movimentos horizontais da
propria estrutura da barragem, devido a presséo da massa d’ agua nesta estrutura.

Arco
Fossa vulcénico

.\
T

Crosta oceanica
Crosta continental

ﬁ Litosfera %
Litosfera
Astenosfera \ Astenosfera

Figura 1.6 — Convergéncia entre placa oceanica e continental.
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@ (b) (©

Figura 1.7 — Falhas geoldgicas: () transcorrente; (b) normal; (c) inversa.

Barragem

T

Laminad’ agua
[ o g s T

Antes do
enchimento

Depois do
enchimento

Figura 1.8 — Vista esquemética das deformagdes, verticais e horizontais, decorrentes do
enchimento do reservatério de uma grande barragem.

Deformagbes podem ser classificadas como sendo de escala local, regiondl,
continental ou global, dependendo da sua extensdo. Deformacdes locais podem incluir
aquelas que ocorrem em estruturas feitas pelo Homem, ou por ele modificadas, como
areas de extracdo de &gua, petrdleo, ou minérios. Deformagdes regionais ou
continentais, tipicas, sdo aquelas associadas aos limites entre placas tectonicas, como no
monitoramento de deformacdes devido ao atrito provocado pelo movimento entre duas
delas, aos movimentos precursores de terremotos e aos associados a vulcanismo. Pode-
se citar como exemplo de deformacdes globais aquelas provocadas pelo movimento
relativo entre as placas tectonicas, movimento do polo instantaneo e variagdo na rotacéo
da Tera O enfoque dado neste texto estd relacionado a0 monitoramento de
deformagdes de natureza local.

Do ponto de vista geodésico, dois propositos podem ser corsiderados como 0s
principais. Inicialmente, a prépria deteccdo, andlise e monitoramento de deformacdes,
quer sgja em aspectos locais, regionais ou globais. E as mesmas técnicas utilizadas para
a andlise de deformagdes podem ser empregadas na andlise da robustez de redes
geodésicas. Um segundo propésito diz respeito ao estabelecimento de redes geodésicas,
incluindo-se ai aquelas com o propoésito de controle de deformacdes. Aqui, inclui-se o
gue se conhece na literatura geodésica como otimizacdo de redes geodésicas,
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envolvendo a chamada pré-andlise (verificacdo de erros ou efeitos geométricos no
posicionamento) e aintegracdo de observactes heterogéneas.

Neste curso emprega-se o termo estrutura geodésica. Uma estrutura geodésica
congtitui-se numa malha de vértices, monumentados no terreno, conectados entre s
através de observacdes. O conceitos inerentes a Mecanica dos Materiais podem ser
aplicados a0 estudo da estabilidade de uma estrutura geodésica. No caso da estrutura
geodésica ter o proposito de controle de deformacfes, os deslocamentos dos vértices
podem ser diretamente correlacionados a deslocamentos do corpo sob investigacdo. No
caso no qua o interesse reside no conhecimento da estabilidade da estrutura em g,
busca-se saber 0 quanto os erros sisteméticos que afetam as observaches, estéo
influenciando na forma da rede geodésica.

Este texto foi escrito com a finalidade de servir como base para a disciplina
Estabilidade das Estruturas Geodésicas, do Curso de Graduagdo em Engenharia
Cartogréfica da Universidade Federal do Parana. Para tal, ele se atém aos conceitos da
Mecanica dos Materiais que sdo aplicados na Geodésia, notadamente Tensdo e
Deformacdo. Os demais itens do contetido da discipling, relacionados a Resisténcia dos
Materiais, devem ter como referéncia a extensa literatura existente, por exemplo, Beer
& Jonhston [1989].

O presente texto esta estruturado em 3 capitulos. O capitulo 2 trata dos conceitos
basicos da Mecénica dos Materiais relativos a Tensdo e Deformagdo. O Capitulo 3
contém a aplicacdo dos conceitos da Mecéanica dos Materiais na Geodésia, incluindo a
determinacdo dos parametros de deformacdo, andlise de erros e otimizagdo de redes
geodésicas. Os dois capitul os contém exercicios resolvidos e propostos.
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2. CONCEITOSBASICOS SOBRE MECANICA DOSMATERIAIS

2.1. Principio basico

Tem-se como um principio bésico da Mecénica dos Materiais o fato de que toda
parte de um corpo em equilibrio também estd em equilibrio. Deste modo, pode-se
aplicar as equacdes da estatica. Para 0 pardgrafo que segue, considere a Figura 2.1
abaixo.

** acOes moleculares da parte 1 sobre a parte 2
Figura 2.1 — Método das Secoes.

Um dos principais problemas da Mecénica dos Materiais € a investigacdo da
resisténcia interna de um corpo, ou sgja, a hatureza das forcas estabel ecidas dentro deste
corpo, de modo a equilibrar o efeito das forgas externas aplicadas sobre ele. Para este
estudo, utiliza-se um processo conhecido como Método das Segdes, no qual um corpo
solido, como mostrado na Figura 2.1(a), é separado em duas partes distintas, como visto
nas Figuras 2.1(b) e 2.1(c). A Figura 2.1(a) mostra que as for¢as atuando sobre o corpo
satisfazem as equacbes do equilibrio estatico, e sdo todas representadas. Para se
determinar as forgas internas provocadas pela agéo das forgas externas, o que € uma das
principais preocupactes, uma secdo € aplicada através do corpo, separando-o em duas
partes. Se o corpo como um todo esta em equilibrio, qualquer de suas partes deve
também estar. Para tal, algumas das forgas necessérias para manter o equilibrio deve
atuar na secéo de corte, de modo que “as forgas externas aplicadas em um lado de um
corte arbitrario devem ser equilibradas por forcas internas desenvolvidas no corte”’. Ou,
resumindo, as forgas externas sdo equilibradas pelas forgas internas.

O método das secBes pode ser aplicado a corpos em equilibrio estético e em
equilibrio dinamico. Este Ultimo caso pode ser reduzido ao primeiro do seguinte modo,
conhecido como Principio d Alembert [Popov, 1976]:

(&) Calcular aaceleracdo a do corpo;
(b) Calcular aforca F, conhecendo a massam do corpo, aplicando F = m.a:
(c) Aplicar aforga ao corpo, no seu centro de massa, na direcéo oposta a aceleracéo.

Geralmente, algumas hipéteses simplificadoras séo feitas. Inicialmente, aquelas
relativas ao materia séo:

(&) Material isotropico: € o materia que apresenta as mesmas propriedades mecanicas
em qualquer direcdo que se considere. Alguns materiais, mais notadamente cristais,

6
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possuem modulo de elasticidade diferentes em direcOes diferentes com respeito a
seus planos cristalogréficos. Tais materiais, possuindo diferentes propriedades
fisicas em direcOes diferentes, sdo chamados de anisotropicos (tais materiais estdo
excluidos neste estudo introdutério de Mecanica dos Materiais). A maioria dos
materiais utilizadas em engenharia consistem de um grande nimero de cristais
orientados aeatoriamente. Devido a esta orientacdo aleatéria dos cristais, as
propriedades dos materiais tornam se parecidas em qualquer direcdo. Tais materiais
sd0 chamados isotrépicos [Popov, 1976]. Como exemplo de material isotropico,
pode-se citar 0 ago.

(b) Material homogéneo: é o materia que apresenta, huma dada direcdo, as mesmas
propriedades mecanicas em qualquer ponto, isto €, quando suas varias propriedades
mecani cas s0 independentes do ponto considerado [ Beer & Johnston, 1989]. Como
exemplo de material homogéneo, pode-se citar 0 ago e a madeira.

(c) corpo deve ser continuo. Um corpo continuo € aguele no qual a matéria é distribuida
continuamente em todo o seu volume. A Figura 2.2 mostra exemplos de corpos
descontinuos:

P <] e -furo

P<«— Cf/HP

Figura 2.2 — Corpos descontinuos.

(d) Os deslocamentos sofridos pelo corpo por efeito do carregamento externo devem ser
peguenos, se comparados com a menor dimensdo do corpo.

2.2. Tensdo e deformacgédo
2.2.1. Tensbes— Estado de Tensdes

No estudo da mecénica dos materiais € de significado particular determinar-se a
intensidade das forcas internas atuando nas &reas infinitesimais de um corte, pois a
resisténcia a deformacdo depende dela. A intensidade pode variar pontualmente, sendo,
em geral, inclinadas com respeito ao plano de corte. A intensidade das forcas
distribuidas na secéo, ou a forca por unidade de érea € conhecida como tensdo, e dada
matemati camente como:

_P 2.1)
A

onde s representa a tensdo, P representa 0 modulo da forca axia aplicada sobre a
secdo, e A representa a drea da secdo. Tensdes positivas indicam tensdes de tragdo, ou
Sgja, pegas tracionadas, ao passo que tensdes negativas indicam tensdes de compressao,
isto €, pecas comprimidas. Asunidadesdes , P eA, no Sl, séo:

S

7
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P - N (Newton)
A- nt
s - N/n? ou Pa (Pascal).

Como pode-se trabalhar com tensdes muito atas, € comum se usar de poténcias de 10:

1kPa =10°Pa=10°N/n?
1 MPa = 10° Pa= 10°N/n?
1GPa =10° Pa=10° N/n?

O Anexo A traz umarelagdo de prefixos para as poténcias de 10.

Em engenharia, é costume decompor esta intensidade da forca em componente
perpendicular e paralela a segdo investigada. A intensidade da forga perpendicular ou
normal a secdo é chamada de tenséo normal, expressa por:

- DF (2.2)

onde F é aforca atuante normal ao corte.

Considerando uma forca aplicada na direcéo do eixo da pega (quando a secéo €
aplicada perpendicular a este plano), temos o caso da forca (ou carga) axial. Neste caso,
a tensdo normal representa a tensdo maxima. Este € o caso geral a ser considerado. A
equacdo (2.2) se reduz a equacdo (2.1) para representar a tensdo normal (média) pois as
tensdes multiplicadas por suas respectivas éreas sobre as quais elas atuam geram forcas,
e, € 0 somatdrio destas forcas, neste corte imagindrio, que mantém O corpo em
equilibrio [Popov, 1976], conforme ilustrado na Figura 2.3(a). Outra smplificagdo é a
de que uma distribuicdo uniforme de tensdes sO € possivel se a linha de agéo das forgas
aplicadas passar pelo centréide da secdo considerada, como mostra a Figura 2.3(b).

@ PPN ) < P

S — /—— ™~
® p ! % 4 p

Figura 2.3 — Distribuic¢&o uniforme de tenséo.

A outra componente da intensidade da forca atua paraela ao plano da area
elementar, sendo chamada de tensdo de cisalhamento (ou tangencial), sendo

representada pela letragregat e expressa pela relacéo:

8
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t = lim =¥, (23)
DA®0 DA

onde V é a componente da forca paralela ao corte. A Figura 2.4 mostra a agao da tenséo
normal e de cisalhamento sobre a secéo de uma pega qualquer.

Figura 2.4 — Tensdo normal e de cisalhamento.

A exemplo da tensdo normal média, pode-se definir umatensdo de cisalhamento
média, na qual as tensdes agem uniformemente distribuidas no plano do corte. Deste
modo, temos que:

=— (2.4)

ondet éatensdo de cisalhamento, P € aforcga cortante total agindo paralela ao plano de
corte, também chamada simplesmente de cisalhamento, e A a &rea da se¢éo.

Exercicio 2.1:
A situagdo apresentada pela Figura (1) abaixo é dada. As barras AB e CB estéo sob a
acdo de forgas, iguais e de sentido contrario, aplicadas nas suas extremidades.

Foow C
B
@ !
FBC
! A B !
FAB‘}‘—"* FAB
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Eic @
Fac & 30aN [ 1N
FAB :
—_—
30kN Fis

Calcular o valor dessas forcas.

Fas _ Fec :30kN
2.0m 25m 1.5m

FAB: 40 kN
Fec =50 kN =50-10° N

Calcular o vaor datensdo s atuante nas barras, sabendo que elas sdo constituidas de ago
com didmetro d = 20mm.

.2
A =pr? :pg%o&o@ =p(10X0°3m)? =31440 °m?
e a
Ang = 31410° n?

_ 50X0°N

Spc = - =159x10° N/ m? =159MPa
314:10°

3
S o =N 15740° N/ m? = 127MPa
314:10°m

No caso de se desgjar substituir as barras de aco por barras de aluminio, para suportar a
carga aplicada, qual deve ser o diametro minimo da barra? Dado: tensdo admissivel do

aluminio: s xm = 100 MPa

<. =—TBC
M Agc

P _ 50x0°N
wm  100X10°N /m?

’ -6
A=p xr2|:) r :\/E: M:]_Z,G mm
P p

d=2r=25mm.

=500x0"°m?
S

10
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Para o equilibrio de um corpo no espaco, as equacdes da estética requerem que as
condicdes abaixo sejam satisfeitas:

SF=0 SMx=0
SFy=0 SMy=0 (2.5)
SFz=0 SMz=0

Significado:

12 coluna: a soma de todas as forgas agindo no corpo em qualquer direcdo x,y,z deve
ser igua a zero;

22 coluna: a soma dos momentos de todas as forcas em torno de qualquer eixo
paralelo a qualquer direcéo x,y,z deve também ser zero para equilibrio.

As equacbes (2.5) sdo diretamente aplicaveis a corpos solidos deforméveis. As
deformacbes em engenharia sdo geralmente negligenciaveis em comparacdo com as
dimensdes totais das estruturas.

2.2.2. Deslocamentos e Defor magdes

Define-se deformacéao especifica (€) como sendo a relacéo:

e=T ’ (2.6)

onde d representa o valor da deformag&o sofrida por um corpo sob a agéo de uma forga
P, a0 passo que L indica o comprimento da peca. A deformacdo especifica e ndo possui
unidade, ou sgja, € adimensional (as vezes, diz-se “m/m”).

Exercicio 2.2:
Qua a deformacdo especifica de uma barra de comprimento L = 0,7 m e secédo
transversal uniforme que se deforma com um valor d = 140.10°m?

=— =" T -200x0 °
L 0,7m
Outro modo para expressar e:
o= 140mm — 200m
0,7m

2.2.3. Propriedades M ecanicas dos M ateriais

Com respeito as suas propriedades mecanicas, diz-se que um material é ductil,
fragil, eléstico ou pléstico.

11
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(& Ductibilidade (oposto é material fragil ): chama-se de dictil os materiais capazes de
se deformarem bastante antes da ruptura. Por exemplo, pode-se citar 0 aco
estrutural, metais, madeira, aluminio.

(b) Fragilidade (oposto € materia ductil): um material fragil possui a propriedade de
praticamente ndo se deformar antes da ruptura.

(c) Elasticidade (oposto de plasticidade): diz-se que um material € elastico quando as
deformacbes causadas por uma carga sobre ele aplicada desaparecem com sua
retirada. Como exemplo, pode-se mencionar 0 ago, a madeira, o aluminio. Chama-se
de limite de elagticidade a0 maior valor da tensdo s  para 0 qua o materia
apresenta comportamento el éstico.

(d) Plasticidade (oposto de elasticidade): diz-se que um materia é plastico quando ndo
retornaaformasuainicial depois que a carga é retirada.

2.2.4. Diagrama Tensdo-Defor macéao

Torna-se aparente da discussdo em questdo de que, para propositos gerais, as
deformagbes sdo melhor representadas por e (deformacdo especifica). De modo
semelhante, a tensdo € um parametro mais significativo do que forca, no estudo dos
materiais, posto que o efeito de uma forga aplicada sobre um material depende da aea
da secdo. Assim sendo, no estudo das propriedades de materiais € de uso geral o
emprego do diagrama tensdo-deformacao, que traduz a relacdo entre estes parametros.
Neste diagrama, as coordenadas sd0: abcissa, e; e ordenada ,s, conforme mostra a
Figura2.5.

Tensao

e

Deformagao

Figura 2.5 — Diagrama tensdo-deformacao.
Este diagrama varia de material para material. Por exemplo, para 0 aco temperado

(material ductil) o diagrama se parece como ilustra a Figura 2.6 [Beer & Jonhston,
1989].

12
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OA

B

A A\'A/\C

| | ; >
— _| . €
escoamento recuperagdo  estricgio

do material

Figura 2.6 - Diagrama para material ductil.

As situacOes apresentadas no diagrama séo descritas a seguir:

Escoamento — quando o comprimento aumenta proporcionalmente a carga
aplicada (corresponde a fase eléstica do material). Até o ponto A, e é diretamente
proporcional a s; 0 ponto A’ representa o limite de elasticidade, até onde o
material se apresenta como elastico; o ponto A’ representa o limite de
escoamento, a partir do qual o material se deforma sem gue haja grande aumento
das tensdes nele aplicadas; a calha apbs A’ é o patamar de escoamento (onde se
define a tensdo de escoamento S Ou Sy).

Estriccdo — quando a carga atinge valor que provoca a perda de resisténcia do
material até sua ruptura. O ponto B representa o ponto de tensdo méxima onde se
define a tensdo Ultima (s,); o ponto C € o ponto terminal da curva do diagrama, e
representa o ponto de ruptura do material, no qual se define a tensdo de ruptura.
Existem casos nos quais a ruptura se da a uma tenso abaixo da tensdo de ruptura
provocada pela carga, fendémeno este conhecido por fadiga.

A Figura 2.7 mostra um diagrama tensdo-deformacao tipico para um materia fragil.

Figura2.7 - Diagrama tenso-deformacéo para materia fragil.

13
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2.25. Lei deHooke

Para propositos de natureza pratica, arelacdo entre tensdo e deformagéo pode ser
dita como linear para todos os materiais (vga ponto A nos diagramas tensdo-
deformacdo: as estruturas sdo projetadas de modo a que ndo se ultrapasse este ponto do
diagrama). Deste modo, as tensdes sdo diretamente proporcionais as deformacdes, no
gue se conhece por Lei de Hooke:

s =Ee (2.7)

onde E € a constante de proporcionalidade conhecida como médulo de elasticidade do
material ou modulo de Young. A unidade de E € o Pascal. Por exemplo, para o ago E
variaentre 200 e 207.10° N/nt.

Graficamente, E representa a inclinacdo de uma linha reta da origem do
diagrama tensdo-deformacdo até o ponto A, conforme mostra a Figura 2.8, ou sgja, €
igual a tangente do angulo f. Fisicamente, 0 moédulo de elasticidade E representa a
rigidez do material a uma carga sobre ele imposta. O valor de E corresponde a uma
propriedade de um dado material, sendo, numericamente, uma quantidade muito grande,
devido ao fato da deformacéo e ser um valor numérico muito pegueno.

Figura 2.8 — Representac&o grafica do moédulo de elasticidade.

A Lei de Hooke se aplica somente dentro do limite de proporcionalidade dos
materiais. Define-se o limite de proporcionalidade como sendo o maior valor da tensdo

s parao qua aLe de Hooke é vdlida (no ponto A).
2.2.6. Deformacao de barra sob o efeito de cargas axiais

As equagdes (2.1), (2.6) e (2.7), juntamente com o0 médulo de elasticidade, sdo
suficientes para a determinacdo das deformagdes de barras sob o efeito de cargas axiais
(setisfazendo a lei de Hooke, ou sgja, dentro do limite de proporcionaidade do
material).

Para a derivacdo das equagdes necessarias, considera-se uma barra cujas secfes
possuem éreas variaveis e sobre a qual forcas de diferentes magnitudes sdo aplicadas em
vérios pontos (Figura 2.9). Desgla-se saber qual a variacdo no comprimento entre 0s
dois pontos, A e B, da barra provocado por estas forcas. Esta deformagéo corresponde a
soma das deformagdes infinitesimais que ocorrem na barra.

14
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Figura 2.9 — Barra de dimensdes varidveis sujeita a forca de diferentes magnitudes.
Em um elemento arbitrario (de comprimento dx) na barra existe uma deformacéo

infinitesimal dd, provocada pela aplicacdo das forcas, que € igua a deformacéo
especifica e multiplicada pelo comprimento dx:

dd =e :dx (2.:8)

Sabe-se, dalei de Hooke, que a deformacéo especifica € igual atensdo sx dividida pelo
modulo de elasticidade:

o= SX (2.9)

Contudo, em gerd, sx é uma quantidade varidvel obtida dividindo-se a forca variavel
Px pela area correspondente Ax:

Px

X (2.10)

Substituindo (2.10) e (2.9) em (2.8), tem-se que:

Px: dx
Ax:E

SX
ad = de = (2.12)

Considerando que a contribuicdo de cada elemento individual sgja conhecida, pode-se
obter a deformagéo total entre dois pontos A e B:

N _ B Px:dx
d =R dd _O%Ax:E (2.12)
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Ou, discretizando-se os i-ésimos el ementos:

R :dx
AE

Para uma barra homogénea, com secéo transversal uniforme de area constante, sob a
acao de carga nas extremidades, a equacéo (2.13) sereduz a

d=3 (2.13)
i

d=rt 2.14)
AE
Exercicio 2.3:

Calcular a deformacdo d (neste caso diz-se “deslocamento relativo” pois a barra esta
“livre”) entre os pontos A e D de uma barra de aco, de érea secciona variavel, quando
sujeita &s forcas P1, P2, P3 e P4, conforme figura Adotar E = 200 x 10° kN/n?
(=200GPa = 200x10° N/n). Dados: Aag = 0,002nf; Agc = 0,004n7; Acp = 0,002n¥.

. 3m . Im 2.5m .
Ly Y P —_
200kN ! 33(0kN | 300KN ! 150kN
's1 's2 's3

<] l» |
200kN 200kN

<
200kN 350kN | 150kN

< —> <— | »
200kN 350kN 300 150kN
Solugéo:

1° Passo: Verificar se o corpo esta em equilibrio (se SF = 0):
P1+P2+P3+P4 = 200-350+300-150 = 0 (3m)

2° Passo: Independente de onde a segdo S1 corta a barra entre A e B, Px = 200 kN; o
mesmo para S2, entre A e C, Px = -150kN; e para S3, Px = 150kN.

3° Passo: Como tanto Px como Ax possuem \ariagOes bruscas entre A e D, a integra
dada pela equacgdo (2.12) deve ser dividida:

Dpxs>dx  BPpg>dx  CPgexdx  PRyp xdx
d=2o =0 + 0 +0
AACE  pAABXE gAgc*E CAcDE

16
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Sendo que Px e Ax sdo constantes dentro dos limites indicados. Logo,

R dx;
d=4
i AE
Substituindo :
200:3 ] 150:1 N 150: 25

~ 0,002x200x10°  0,004x200x10° 0,002 x200x10°

(o leitor é encorajado a analisar a coeréncia entre as unidades)

d =0,0015- 0,000188+ 0,000938 = 0,00225 m » 2,25 mm

Sinal positivo significa que a barra tem seu comprimento aumentado (alongamento)

Exercicio 2.4
Calcular a deformacéo d entre os pontos A e D de uma barra de aco, de area secciond
varidvel, quando sujeitos as forcas P1, P2 e P3 conforme a figura abaixo. Adotar E =
200GPa (= 200 x 10° kN/nT).
Dados: P1 = 200 kN; P2 = 350 kN; P3 = 550 kN.
Area Aac =500 x 10° n?

Acd = 200 x 10°° n?

0.3m 0.3m 05m
[ | | T
P.! P
A By 3; <Y 15 P,
'3 82 s1
| | <
200kN L] 200kN
150kN> 350kN > O0KN
< > <
400kN 550kN  35(KN I_>200kN
Pys1= 200kN

Pyxso= 200kN - 350kN = -150kN
Pys3= 200kN - 350kN + 550kN = 400kN

d = 0,0025 m + 0,00045 m + 0,0012 m = 3,2 mm

Sina positivo significa alongamento.
17
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2.2.7. Coeficiente de Poisson
O coeficiente de Poisson n traduz o fendmeno segundo o qual um corpo solido se

contrai lateramente a uma teséo axial, e que 0 mesmo se expande lateralmente quando
sujeito a uma compressao axial, conforme ilustrado na Figura 2.10.

P < forma inicial p p | forma final p

forma final forma inicial

Figura 2.10 — Comportamento de um corpo traduzido pelo coeficiente de Poisson.

O coeficiente de Poisson € dado por:

el .. & , (2.15)
e e

onde e; representa a deformacéo lateral ou transversal e e a deformacéo axial. O sina
oposto de e; e e na equacdo é devido ao fato de que os efeitos sdo opostos, isto € um
incremento em uma dimensdo corresponde a uma reducdo na outra. Um sinal positivo
de e;indica um incremento nadimensdo lateral. O coeficiente n varia entre 0,1
(alguns concretos) a 0,5 (borracha), com valores tipicos entre 0,25 a 0,35. Por exemplo
pode-se mencionar o ago ( = 0,3) e o concreto, em geral, ( = 0,15 a 0,20). No
contexto destas notas, n € usado somente quando 0s materiais se comportam
elasticamente.

Exercicio 2.5:

Calcular o médulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson de uma barra de aluminio
de 60 mm de didmetro sob a acdo de uma forca axial de 100 kN. A deformacéo axial
resultante € de 0,205 mm, ao passo que o diametro reduziu-se em 0,01515 mm.

Solucéo: Deformacdo especifica principal:

- 0,00001515M _ 4 002505 mim
0,06m

_dt _
et—F—

O sina é negativo pois houve reducéo do diametro.
Deformacéo especifica axial:

e = d = 0000205m _ ) yhieas im

18



Estabilidade das Estruturas Geodésicas Conceitos bésicos

Coeficiente de Poisson

n=-%t-037
e
O modulo de elasticidade:

area: A=pr? =p (0,032 =0,0028m°

q :&p E- PL 100kN:0,3m

- . = 52x10° KN/ m?
AE Ad  0,0028m? x0,000205m

2.2.8. Lei de Hooke generalizada

As equactes que descrevem total mente as condicdes de deformacdes especificas
provocadas pela aplicacdo de carga axial (ao longo do eixo X) seguem da equacéo (2.15)
edalei de Hooke, como:

_sX

ey = — (2.16)

_ _nosx (2.17)

Na eguacdo (2.17) ey e e, sd0 iguais devido a consideracdo inicial de
homogeneidade e isotropismo. Cabe ressaltar que ey e e, correspondem a e; e que e
corresponde a e, da equacéo (2.15)

n=-Y__ & (2.18)

A generaizacdo da Lei de Hooke se baseia no principio da superposicdo, que
supbe que a tensdo ou deformagao resultante em um sistema devido a aplicacdo de
véarias forcas é a soma algébrica dos seus efeitos quando aplicados separadamente. Este
principio é valido dentro do limite de proporcionalidade do material, e se existir uma
relacdo direta e linear entre cada forca aplicada (causa) e efeito provocado
(conseguiéncia).

Uma tensdo na direcdo x provoca uma deformacdo especifica positiva, no exo X,
igual a s«/E, e deformagdes especificas negativas, nos eixos y e z, iguais a -nsy/E.
Do mesmo modo, uma tensdo positiva na direcdo y provoca uma deformacdo
especifica positiva igual a s,/E, e deformagdes especificas negativas, nos eixos X e z,
iguais a -nsy/E. O mesmo raciocinio se aplica a tensdo na direcéo y, z. Deste modo, as
deformagtes especificas nas trés direcdes dos eixos coordenados sdo:
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S
X E E E

e =-n3x43y Ss
g E E E (2.19)
X Sy S
e,=-n -n—+—-
E E E

A equacdo (2.19) é a generdizacdo da lei de Hooke. Ela fornece a deformacdo
especifica do corpo. Para se obter a deformacéo total (elongacéo) do corpo, em uma
dada direcéo, deve-se multiplica-la pela dimensdo do elemento nagquela direcéo. Por
exemplo, aelongacdo da direcdo x € dada por:

Ox = ex (2.20)

Exercicio 2.6:

Um cubo de ago de 40 mm sofre uma pressdo uniforme de 200.000 kN/ntf sobre todas
as suas faces. Determine a variagéo da dimens&o entre duas de suas faces paralelas. Sao
dados E = 200x10° kN/nf en = 0,25,

Solucédo: Obtida a partir da equacéo (2.19). Reparar que presséo equivale a tensdo de
Ccompressao.

o = 200000 (- 200.000) 0.5 (- 200.000) _ 50 4/ m

200x10° 200x10° 200x10°

dy = e, xL = -5x10° #x0.04 = - 0.000020m

Neste caso, dx = dy = dz (pois a pressdo € uniforme)
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Exercicio 2.7:
Um bloco de ago, cujas dimensdes sdo apresentadas na figura abaixo, esta sujeito a
pressdo uniforme em todas as faces.

A Z
C D
Y < A
50mm
100mm B

80mm

O comprimento AB sofrem uma compressdo de —0,000030m. Calcular a variagdo do
comprimento das outras duas arestas e a pressao aplicada as faces do bloco.
Dados: E = 200x10° kN/n? en = 0,25.

- Considerando que a pressdo € uniforme e que corresponde a uma tensdo de
COmMpressao:

SX=Ssy=sz=-p

substituindo na equacéo (2.19)

__P p p__1P
e=-—+tn—+n—=-—(1- 2
x =" E = E( )

E
sendo que 0 mesmo se verificapara ey =e;.
Logo:
e =e, =e,=- E(l ) (2.21)
e, = dy _-0.000030m _ 0.0003
Lag 0.1m
Logo:
ey = Ld_y P dy =eyxpgp =-0.0003x0.08 = - 0.000024m = 0,024mm
BD
e, = Ldz P d,=e,xgc =-0.0003x0.05 = 0.000015m = 0.015mm
BC
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como ey = - E(l )

6
- 0.0003x20007 _ 154 103kN/m? = - 120MPa
(1- 27 0,25)

2.2.9. Dilatacado térmica

Trata do efeito causado pelas tensdes normaissx , Sy , S z , N0 volume elementar
de um material. Considerando o volume inicial de um paralelepipedo como:

Vo = dxdy dz (2.22)

Sob a agéo das tensdessy , Sy , S 2,540 provocadas as deformagdes respectivas dy , dy,
d ;. O volume passa a ser entdo expresso por:

Vi = dX1 dy]_ d21 (2.23)
Como: dx; = dx + dy
dy: =dy+dy (2.24)
dzy=dz+d,,
€CoMmo:
dy= ey dx
dy= e, dy (2.25)
d~=e,;dz,

o volumeV; pode ser re-escrito como:

V1= (dx+ ecdx) (dy + eydy) (dz+ e, dz) =
[dXx (1+e)] [dy (1+ ey)] [dz (1+ ep)]. (2.26)

Considerando o volume Vo como sendo unitério, ou sgja, dx=dy=dz=1, a equacéo
(2.26) sereduz a

V1= (1+e) (1+ ) (1+ ey . (2.27)
Como o interesse se prende na variagdo volumétrica, por unidade de volume (e), fazse:
e=DV/Vo= (Vi1-Vo)/Vo={[(1+e) (1+e) (1+te)] -1} /1. (2.28)

Considerando que a deformacOes especificas sGo muito menores do que a unidade, a
equacdo (2.28) reduz-se &

e=eteyte;. (2.29)

A equacdo (2.29) fornece a dilatacdo volumétrica (ou cubica) especifica do material.
Substituindo (2.19) em (2.29), e desenvolvendo, tem-se que:
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e=[(1-2n)(sx+sy+s;)]/E. (2.30)

No caso de um corpo submetido a uma pressao hidrostatica uniforme (p), pode-
se substituir a deformacéo especificad por p, reduzindo-se a equacédo (2.30) a:

e=-[3p(1-2n)]/E. (2.31)

Definindo a constante k, chamada de médulo de el asticidade volumétrica (ou
cubica), como:

k=E/3(1-2n), (2.32)
adilatacéo volumétrica especifica se reduz a:

e= - p/k (2.33)

Exercicio 2.8

Calcular a variacdo volumétrica DV de um bloco de ago, de lados 150 mm, 75 mm e
100 mm, sob a agdo de uma pressdo hidrostética p = 200 ~ 10% kN/n¥, adotando-se
E=200" 10°kN/n?en =0,29.

daequacéo (2.32): k = 158 GPa
daequacdo (2.33): e=-1,265" 103
Vo=150" 75" 100=1,125" 10° mn?
Daequacdo (2.28): DV = - 1,423 mnt

2.2.10. Tensdes devido a variagdo de temperatura

Considere-se situages onde existam variagOes de temperatura. Seja a barra da
Figura 2.10, homogénea e de secdo transversal uniforme, sob a agéo de uma temperatura
T. Se atemperatura da barra for aumentada de um valor DT, ela alonga de um valor dr,
dado pelarelacéo:

dr=a DT L, (2.34)

onde a é o coeficiente de expansao (ou dilatacdo) térmica do material que compde a
barra, e L seu comprimento original.

L dt
Figura 2.10 — Elongacdo de uma barra sob o efeito de um acréscimo de temperatura.

Considerando que a barra esteja situada entre 2 anteparos fixos (Figura 2.11),
um acréscimo de temperatura ndo provocara alongamento (deformacao), ou sgja:
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er =dr /L, (2.35)

Pr—> +«— Pg

Figura 2.11 — Barra entre dois anteparos fixos.

onde er representa a deformacao térmica especifica. Neste caso, os anteparos aplicam as
forcas Pa e Ps apds o acréscimo de temperatura DT. Como consequiéncia, existe um
estado de tensdo, porém sem existirem deformacfes. Para se calcular 0 estado de tenséo
S existente, procede-se em duas etapas. Na primeira, calcula-se a intensidade de P
desconsiderando o anteparo. Neste caso, a elongacéo é dada pela equacdo (2.34). Numa

segunda etapa, aplica-se a forca P, que € dada pela equacdo (2.14), onde dp subgtitui d.
Como a deformagdo total é nula:

d=dr+ dp (2.36)

Entrando com as equactes (2.14) e (2.34) na equacdo (2.36) e desenvolvendo, temse
que:

P=-AEa DT, (2.37)
e que:
s=- Ea DT. (2.39)

No caso de uma barra com &reas variadas, conforma exemplificaa Figura 2.12, poderéo
haver deformagdes nas suas componentes com sinais contrarios, ou sgja:

€as =-6Epc
(2.39)
dag =-dsc

Figura2.12 — Barra de &rea variada.
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Exercicio 2.9
Considere a barra AB compreendida por dois anteparos, fixos as suas extremidades,
para uma temperatura de +20°C. Calcular a tensdo atuante para uma temperatura de
- 40°C.
Dados:E =200~ 10° kN/n¥
a=10" 10°/°C
L=1m
A=04nt
Solucéo
(8) variagdo de temperatura:
DT =-40°C- 20°C=-60°C
(b) deformacéo desconsiderando o anteparo — equacédo (2.34):
dr =10° 10°/°C" (-60°C)" 1m=-0,6" 10°m
(c) deformacéao aplicando areacdo Py naextremidade A - equacéo (2.14):
dpa=1m’” P~ (80" 10°kN)
(d) reacéo Pa
d =dr+dpa=-06" 10°+P, ~ 80" 10°
Pa =48 10° kN
Ou, aternativamente: P = - A Ea DT = 48" 10° kN
(e) estado de tenséo:
s =PIA=48" 10°kN /0,4 m= 120 kN/ nt

Exercicio 2.10
Considere, agora, a peca dafigura abaixo. Calcular as tensbes atuantes nas partes AB e
BC, e respectivas deformagoes.
Dados: Lag =0,5m
Lec=0,5m
Apg=0,1m
Agc=0,05m

solucéo

(& mesmo do exercicio anterior

(b) mesmo do exercicio anterior

(c) deformacéo aplicando areagcdo P naextremidade A:

(d) reagdo Pa
d =dr+dpa=- 06" 10°+P, ~ 0,075  10°
Py, =8 10%kN

(e) tensdes atuantesem AB e BC:
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sas = Pag/Aag = (8~ 10°)/0,1 nt
sgc = Pad/Asc = (8~ 10%)/0,05 nf
() deformacéo especificae, AC e BC:
eas=e7 + saplE
onde: et — parcela produzida na barra sem o anteparo
s as/E — parcela devida aforca P considerando o anteparo
de forma andoga
egc=er + SedE

er=dr/L=a DT =- 0,6~ 10°

eas = - 0,0002
eag =+ 0,0002

(9) céculo das deformaces totais:
dag =€agL =- 01" 107
dec =egcL =+0,1" 10°

(verificaasequed = dag + dgc = 0)

2.2.11. Tensdo admissivel

Para 0 projeto de novas pegas e estruturas, € importante que se conhega como o
material que compde o corpo ira atuar sob condigdes de carregamento conhecidas, o que
geralmente pode ser feito em testes laboratoriais. Uma forca necessaria para provocar a

ruptura de uma peca € chamada de carregamento Ultimo (Pu). A tensdo associada € a
tensdo ultima (s ). Ambas se relacionam por:

su=Pu/A, (2.40)
onde A é a area da secdo transversal da peca. Para 0 projeto de novas pegas, a tensdo
admissivel s é definida em patamares bastante inferiores que s, . Define-se fator (ou
coeficiente) de seguranca (FS) como a razdo entre o carregamento Ultimo e o
carregamento admissivel (P):

FS=Pu/P, (2.41)
ou, como existe relacdo linear entre P e s, 0 FS pode ser re-escrito como:

FS=s,/s. (2.42)
Pode-se dizer que se desgjaum que satisfaca a:

s 2 P/A. (2.43)
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2.2.12. Deformacéo de cisalhamento em planos per pendiculares

Considere a Figura 2.13, que apresenta 0 caso mais geral de estado de tens&o agindo
sobre um cubo elementar. Esta figura mostra as tensbes normais S ,Sy € S, bem como
as tensdes de cisalhamento ty, ty e t, [Dave, 1984]. As tensdes de cisalhamento tendem
a deformar o cubo elementar em um paralelogramo obliquo, segundo um éangulo g,
chamado de deformacgéo de cisalhamento, conforme ilustrado na Figura 2.14. A partir
desta figura pode-se verificar que a deformacgdo de cisalhamento, também chamada de
cisalhamento simples corresponde ao angulo subentendido pelo deslocamento
propriamente dito. Numericamente, e considerando-se que as deformagfes angulares
S80 muito pequenas, elaéigua a

g=tan(q- q9. (2.44)

A tensdo de cisalhamento é definida pela equacéo (2.4). As tensdes de cisalhamento
em planos mutuamente perpendiculares de um elemento infinitesmal sdo
numericamente iguais. 1sto significa que, por exemplo, tyy = tyx.

Pode-se definir a Lel de Hooke para tensdes e deformacdes de cisalhamento como,
por exemplo:

ty =G0y, (2.45)
onde G € o mbédulo de elasticidade transversal. A equacdo (2.45) se aplica quando ndo

se excede o limite de proporcionalidade. Do exposto, pode-se complementar a Lel de
Hooke generalizada, dada pela equacéo (2.19) com as seguintes expressoes:

Oy =ty/G
Oz =ty/G (2.46)
Ox =tx/G

Existe uma relagdo entre as trés constantes elasticas E, n e G, para materiais
isotropicos. Estarelacéo €

G=E/[2(1+n)]. (2.47)
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|txz

Sy ___>Y

Figura2.13 — Caso gera de estado de tensdo.

A

>

Figura 2.14 — Deformacéo de cisalhamento.

Exercicio 2.11
Considere um corpo com a forma de um paraéeepipedo, conforme figura (@),
composta por um material cujo modulo de elasticidade transversal (G) € igual a 500
* 10° kN/m? . Uma forca é aplicada & parte superior do corpo, provocando um
movimento de 0,6 mm, conforme figura (b). Calcular:
(8 adeformacéo de cisalhamento do material;
(b) aforcaaplicada
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60 mm
200 mm
@ 50 mm

(b)

Solucgéo:
(a) deformagdo de cisalhamento: gy, » tan gy = 0,6 mm/ 50 mm = 0,012

(b) da definicéo de tensdo de cisalhamento: t =P/ A
precisa-sedet xy, ede A

daLei de Hooke: tyy =G gy =500" 10°" 0,012=6 MPa
deadaplaca A=02m~ 0,06 m=0,012 nf

P=6" 10" 0,012 = 72kN.
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2.3 Exer cicios propostos

2.3.1) Considere a haste ABCD da figura, feita de aluminio com moédulo de elasticidade
igual a 70 GPa. Sobre ela sdo aplicadas as cargas P, =50 © 10° N, P,=75" 10°
N eP;=100" 10°N. Os comprimentos s80 AB = 1,75m,BC=125meCD =
1,5 m. Calcular, desprezando o proprio peso da haste, o deslocamento do ponto D.
O didmetro do segmento AC éigual a63 cm e do segmento CD é de 50 cm.

Ps

2.3.2) Supde-se a existéncia de uma barra de aluminio de didmetro igual a 2 mm,
compreendida por 2 anteparos, fixos as extremidades, a uma temperatura
ambiente inicial de 20 °C. Houve uma variacéo de temperatura, ocasionando uma
reacdo igual a50 ~ 10° kN. Sabendo-se que o médulo de easticidade é igual a 70

GPa, e que o fator de dilatacdo térmica é igual a 23 ~ 10° /°C, calcular a nova
temperatura e 0 comprimento da barra nesta nova temperatura, desconsiderando-

Se 0 anteparo.

2.3.3) Uma esfera de aco estd sujeita a uma pressdo hidrostética de 900 kN, acarretando
em um decréscimo de —0,05 n? de seu volume original. Calcular o raio original

desta esfera. Dados: médulo de elasticidade igual @200~ 10° kN/nf e coeficiente
de Poison igua a0,30.

2.3.4) Um fio de ago, de didmetro igual a 6 mm, est4 sujeito a uma forga de tragéo.

Nele, foi medido um alongamento igual a 0,4 mm e um aumento de volume DV
de 2,5 mn?. Calcular o coeficiente de Poison. O médulo de elasticidade do ago é

igual 2200~ 10° kN/n?

2.3.5) Responda de forma objetiva as seguintes perguntas.
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a) No que se congtitui o Diagrama Tensdo- Deformagdo?

b) Como é possivel se classificar um material usando seu Diagrama Tensfo-
Deformagao?

¢) Qua adiferencaentre tensdo normal e tenséo de cisalhamento?

d) O que éum materia ductil? Exemplifique.

€) Em que circunstancias é vélida a aplicacdo daLe de Hooke?

f) Qua o principio que norteia a generalizacéo daLe de Hooke?

g Qua a relagdo que existe entre 0 Diagrama Tensdo-Deformacdo e a tensdo
admissivel?

h) Como se traduz a deformagéo provocada por cisalhamento?

2.3.6) Apos a aplicacdo, a uma barra de aluminio, de umatracéo de 3500 N, ela deve se
distender 4 mm. Determine o menor diametro d e 0 menor comprimento L, que
devem ser adotados para a barra. S&o dados os valores da tensdo admissivel igual
a 160 MPa e do modulo de elasticidade igual a 71 GPa.

2.3.7) Uma esfera de aco de 2,70 m de didmetro esta sujeita a uma presséo hidrostética
de 900 © 10% kN. Calcular a diminuicdo do seu volume. Dados. E = 200~ 10°
kN/m*e u =0,27.

2.3.8) Um arame de aluminio, de 30 m de comprimento, é submetido a uma tensdo de
tracdo de 70 MPa
(&) Determinar o alongamento do arame.
(b) De quantos graus seria necessario elevar a temperatura do arame para se obter o
mesmo alongamento?
Dados. médulo gle elasticidade igual a 70 GPa e coeficiente de dilatacdo térmicaigua a
237 10/°C.

2.3.9) Considere as barras AB e CD, sob a acdo de forgas, iguais e de sentido contrério,
aplicadas nas suas extremidades. (a) Calcular o valor destas forcas; (b) Calcular o
valor da tensdo atuante nas barras, sabendo que elas sdo constituidas de aco com
didmetro igual a 30 mm; (c) No caso de se desgjar substituir as barras de aco por
barras de aluminio, para suportar a carga aplicada, qual deve ser o didmetro
minimo da barra?

Dados: tensdo admissivel do aluminio igual a 100 MPa.

C

2m

40 kN
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2.3.10) Responda as perguntas abaixo de forma objetiva:
a) Quais as hipoteses simplificadoras da Mecéanica dos Materiais, relativas ap material ?

b) Qual deve ser o diametro minimo de uma barra de aco de modo que ela suporte uma
carga, igual a60 kN, aplicada sobre ela? E dado a tensdo admissivel do aco: 90 MPa.

c) Quais sdo as propriedades mecanicas dos materiais? Como algumas delas sdo
representadas no diagrama tensdo-deformacéo?

d) Considere a equacdo abaixo. Qual o seu significado fisico? O que representam seus
elementos?

e) Considere o coeficiente de Poison n dado pela equacéo abaixo. Qual o significado
fisico do sina negativo do lado esguerdo da egquacdo? O que significam 0s seus
elementos?

u=-ele

f) Considere um corpo em forma de paral el epipedo representado abaixo. Ao aplicar-se a
forca P indicada, ocorreu uma movimento, paralelo ao eixo de aplicacéo daforga, de
1 mm. Qual o valor da deformagdo de cisalhamento do material?

Y 45 mm 250 mm

—C

40 m
X P
C

2.3.11) Provar a equacdo (2.30) a partir das equactes (2.29) e (2.19).

2.3.12) Espera-se que uma barra de aluminio distenda 2 mm ao se aplicar a ela uma
tracdo de 2200 N. Determinar o menor diametro d e o0 menor comprimento L,
gue devem ser adotados para a barra. S0 dados os valores da tensdo admissivel
igual a 150 MPa e do médulo de elasticidade igual a 70 GPa.

2.3.13) Considere uma barra de aluminio sob a qual é aplicada uma tracéo de 1000 N.
Calcular o didmetro minimo da barra de modo a satisfazer as condicBes de
seguranca. Para que os objetivos da estrutura segam atendidos, sua deformagéo
longitudinal ndo podera ultrapassar a 5 mm. S0 dados os valores da tenséo
admissivel igual a 25 MPa e do modulo de elasticidade igual a 70 GPa.

2.3.14) Uma barra de aluminio de didmetro igual a 12 mm possui duas marcas distantes
entre s de 250 mm. Sobre este barra € aplicada uma tracdo de 6000 N,
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resultando em um alongamento de 0,18 mm. Qual o modulo de elasticidade do
aluminio usado na barra?

2.3.15) Considerar a barra de agco ABC dafigura abaixo. A extremidade C é aplicada
umaforcaaxia de 66,7 kN. Determinar o didmetro d da parte BC parao qual o
deslocamento do ponto C sgade 1,3 mm. Sabe-se que adistanciaLag = 1200
mm, e que adistancia Lgc = 900 mm. O didmetro dag = 30 mm.

A

C

—

2.3.16) Calcular a deformacéo longitudinal da barra mostrada na figura abaixo incluindo
carregamento e geometria, onde P; = P4 = 5000 kN/?, P, = P53 = 2500 kN/ n?,
L = 750 mm, AC = CD = DB = L/3, A = 0,0006 n?, e médulo de elasticidade E
=2 GPa

P, Ps
_> 4_

33



Estabilidade das Estruturas Geodésicas Aplicacdes na Geodésia

3. APLICA(;AO DA MECANICA DOSMATERIAISNA GEODESIA
3.1. Determinacéo de par ametr os de defor macao
3.1.1. Revisao conceitual

Conforme definido no Capitulo 2, temse 0 estado detensdo s:

P
s =—, 31
A (31)
e 0 estado de deformacéo e:
d
e=— 3.2
2 (3.2)

Para definir o estado de deformacéo e, se faz méo de paréametros da deformacéo.
Com o embasamento tedrico posto no Capitulo 2, pode-se considerar que a deformacéo
pode ser decomposta em:

(& cisalhamento puro, que consiste na deformacdo pura (extensdo simples sem
ateracdo da area, sb daforma); e,

(b) &ngulo de cisalhamento, que consiste na parte rotacional, na qual ocorre arotagao .

Considere o corpo representado na Figura 3.1, sobre o qual séo aplicadas cargas,
resultando em uma compressdo ao longo do eixo X, uma tragdo ao longo do eixo Y,
bem como uma rotagdo em torno do eixo Z. Tragdo e compressdo sdo aplicadas de
modo que arelacdo entre as areas Anscp € Aascoe Sejadada como [Silva, 1986]:

AaBCD g (3.39)
AapcD

X

Figura 3.1 — Corpo sob cargas, dentro de um terno cartesiano.

A Figura 3.2 mostra o resultado da aplicacéo das cargas [Dave, 1984].
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e
.

A
D" L —

/ XA xS
Rotacdo t_:/D' o

Figura 3.2 — Resultado da aplicacdo das cargas.

Todos os tipos de deformacdo podem ser descritos em termos de extensdo
simples e cisalhamento simples. Logo, tendo-se uma representacéo analitica para estes 2
parametros de deformegdo, pode-se definir analiticamente o cisalhamento puro e o
angulo de cisalhamento.

Considere um corpo k, definido em um sistema de coordenadas X,Y,Z e que
sofre um processo de deformacéo infinitesmal e homogéneo, descrito pela Figura 3.3
[Silva, 1986]. Os deslocamentos sofridos pelas particulas do corpo k, resultando em k’,
podem ser divididos em:

(a) transdlagdo, ou sgja, deslocamento do corpo rigido sem causar mudancas nas posi¢oes
relativas das particulas que o compdem;
(b) alteracdo das particulas relativas das particulas, logo PQ* PQ,PR 1 PR, q ! (.

k k'
Q

A0

zZ

p X
»

o

Figura 3.3 — Corpo sob deformacdo infinitesimal e homogénea.

Para a determinacdo do estado de deformagdo medem-se as alteragdes sofridas
pelos comprimentos de segmentos de reta e pelos angulos entre eles. Pode-se escolher
trés segmentos de reta mutuamente perpendiculares que se interceptem no ponto
investigado, no estado anterior a deformagdo. Uma escolha genérica para o corpo k €
apresentada na Figura 3.4 [Silva, 1986]. A avaliacdo das ateracOes destes trés
comprimentos e dos trés angulos retos que sdo subentendidos pelos segmentos de reta
permite a defini¢éo do estado de deformagao do corpo no ponto considerado.
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zZ

> X

-

Figura 3.4 — Terno cartesiano dentro do corpo k.

A deformacdo especifica (ver item 2.2.2) ao longo de cada um dos eixos
coordenados, segue conforme visto no item 2.2.8, de forma andloga a equacao (2.20):

dy . _dy _d

=2, (3.4)
T

O cisalhamento simples pode ser revisto a partir da Figura 3.5, e a luz dos itens
221 e 2.212. Os comprimentos originais do corpo, mostrados na Figura 3.5,
correspondem aos segmentos GH, CG e CA, representando, respectivamente, aly, Ly e
L., nanotacdo utilizada. A deformacéo dy , correspondente ao segmento HH¢

Z
A
G G' H H
C c,',//' D Q",//
VARAN /
/ ;\ /M >
A B

Figura 3.5 — Cisalhamento simples.
A Figura 3.5 mostra também que todas as se¢fes planas foram deslocadas na diregéo do
eixo X sem que existissem deslocamentos nas diregdes Y e Z. Como resultado, o angulo

g = 90° é deformado em um angulo gt 90°. O cisalhamento simples € medido pela
tangente da diferenca entre g e q¢ como:

dy
gxz:f=tan(q- q9 . (3.5)

Como as deformagdes angulares sGo muito pequenas:
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gz=tan(gq-q9»(q-q9 (3.6)

Por procedimento andlogo, pode-se obter gy € g,,. Por convengéo:

g>0quando & 90°;

g< 0 quando q¢> 90° .
Logo 0s par@metros ey , &y, €, Oy, Ge G, descrevem como se comportam 0s segmentos
Ly, Ly e L, dentro de um processo de deformacéo infinitessmal e homogéneo, nas
vizinhancas de qualquer ponto objeto de andlise. Deve-se aertar que um Unico conjunto
de parametros ndo descreve, em geral, a deformagdo nos demais pontos do corpo.

3.1.2. Definicdo dos par ametr os de defor magdo a partir dos deslocamentos

Os parametros de deformacdo podem ser expressos como derivadas parciais de
primeira ordem de uma fungcdo dedocamento. Considere-se a Figura 3.6. Nela, um
corpo, dentro de um sistema de coordenadas bi-dimensional, sofre um deslocamento,
representado pelos segmentos u e v, e uma distor¢cdo angular, representada pelos
angulos a e b. Um caso mais geral, tridimensional, pode ser considerado, usando-se a
Figura 3.6 como uma particularizacéo deste.

Os parametros que descrevem a geometria de deformacéo podem ser definidos a
partir de trés fungdes basicas u(x, y, 2), v(x, Y, 2) e w(x, Yy, 2). Estas fun¢bBes sdo
continuas e analiticas, e representam os deslocamentos sofridos pelos segmentos dx, dy
e dz, respectivamente.

Para derivar as equagdes correspondentes, considere o elemento retangular
ABCD no plano XY, dentro de um corpo elastico, conforme Figura 3.6 [Przemieniecki,
1968]. O elemento sofre uma deformacdo resultando no elemento ABECOC O elemento
inicial sofreu duas deformagBes geométricas. alteracdo do comprimento e distor¢céo

angular. A ateracdo no comprimento AB é gd‘l}—u?dx. Aplicando-se a expresséo da
elxXg

deformagao especifica, verifica-se que ela, nadirecdo X, éigual a

d fu
=—x =1 3.
& (3.7)

De forma andloga, pode-se mostrar que as deformagdes especificas nas diregdes Y e Z
S&o:

e, . (3.8)
L Ty
e!
e, = d, _fw (3.9
L T

respectivamente. A distor¢éo angular pode ser determinada em termos dos angulos a e
b. Pode se verificar que para pequenas deformagoes:
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v
b=—, 3.10
x (3.10)
€,
fu
a=—. 311
Ty (.41

Como a deformacdo de cisalhamento, no plano XY, é definida como a deformacéo
angular méxima, isto €, como a soma dos angulos a e b, conclui-se que:

Oy =tanf@a +b)=a +b , (3.12)
fu 9v

=g, =a+b =14 WV 313

Oxy =0y =@ + 'ﬂy+'ﬂx (313

Os outros dois componentes de deformacdo de cisalhamento podem ser obtidos
considerando- se a deformagdo angular nos planos XZ e YZ. Logo, por analogia:

= =+ 3.14

9, =9 0 (3.14)
v fw

= = +— . 3.15

9y, =04, Z Ty (3.15)

» X

Figura 3.6 — Corpo sofrendo deslocamento e distorcdo angular. Observacdo: na
figuraonde seléd lda-se 1.

Pode-se organizar os elementos basicos das expressdes dos parametros de
deformacéo em forma da matriz E, é chamada de Tensor de Deformacéo (de Segunda
ordem) [Vanicek & Krakiwisky, 1986]:
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o
11X Ty 1z
= | W v W (3.16)
x Ty 1z
iw w - fw
X Ty 1z

A deformacao pode ser decomposta analiticamente usando-se de uma propriedade dos
tensores de segunda ordem que diz que todo tensor de segunda ordem pode ser
decomposto na soma de outros dois tensores, sendo um simétrico e outro anti-simétrico
[Vanicek & Krakiwisky, 1986]. Para um caso bi-dimensional:

W s, v 0 1ou O
x 28Ty Xz 2&Ty Xg
E= + (3.17)
anﬂ.kﬂg v l1qu 9Jvo 0
28 ™o T 2k G

E=e +w, (3.18)
nos quais:
1
e
1

A matriz e é chamada de Tensor de Deformacdo Simétrica e responde pelo
cisalhamento puro (deformacdo pura), ao passo que w € o Tensor de Deformagdo Anti-
Simétrica, representando analiticamente o angulo de cisalhamento (rotagdo do corpo
rigido).

3.1.3. Aplicacdo dos par ametr os de defor magdo em estr utur as geodésicas
Para esta aplicacéo, adotamse duas hipoteses simplificadoras [Silva,1986]:
1°) Admite-se que o processo de deformacdo subentendido pelas estruturas geodésicas

possa ser tratado segundo 0s preceitos que regem as teorias de deformagdo homogénea e
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infinitesimal. Logo, considera-se a vizinhanga de um vértice de uma rede geodésica
como sendo definida pela regido que encerra todos os vértices a ele conectados por
observacoes, conforme ilustrado pela Figura 3.7 para o ponto T.

2°) A ordem de grandeza dos deslocamentos relativos de dois vértices vizinhos é
pequena, em comparagao com a distancia que o0s separa.

T

Figura 3.7 — Vizinhanca do ponto T, dentro de uma estrutura geodésica.

A obtencdo de informagdes sobre possiveis deformagdes na estrutura geodésica
pode ser feita analisando-se os deslocamentos sofridos pel os vértices, em decorréncia de
um elemento inconsistente na estrutura. Estes deslocamentos podem ser detectados, por
exemplo, comparando-se dois conjuntos de coordenadas oriundos de ajustamentos
diferentes, ou em épocas distintas, ou se em um deles uma observagdo incompativel
com as demais tivesse sido introduzida.

O problema ora colocado consiste na determinacdo das componentes do tensor
de deformacgdo, a partir da relagdo existente entre elas e os deslocamentos. Nesta
relacdo, os parametros da deformacdo sd0 expressos como derivadas parciais de
primeira ordem da funcdo deslocamento. Entéo, para a determinacéo das componentes
do vetor deformagdo é necessario que a funcdo deslocamento segja remodelada. Seja a
funcdo deslocamento definida como uma fung&o vetorial por:

V(u,v), (3.21)

gque ao ser projetada no eixo do sistema de coordenadas adotado tem como
componentes:

u=u(xy), (3.22a)
v=v(Xy) , (3.22b)

considerando uma situacdo bidimensional. Estas fungdes podem ser desenvolvidas em
um polindémio de primeira ordem do tipo:

U=u(Xy) = a + ay(xXo) + a(y —Yo) , (3.239)
V =V (X,y) = bo + b1(X-X0) + ba2(y —Yo) , (3.23b)

sendo que (X, Yo) representam as coordenadas do vértice analisado e (X, y) as
coordenadas do vértice vizinho. As diferencas (X - Xo) € (Y- Yo) indicam que o vértice
analisado se constitui na origem de um sistemalocal de coordenadas. Os coeficientes ay,
b1, @ e b sdo considerados como aproximagbes das derivadas parciais da funcéo
deslocamento que integram o tensor de deformagdo, como:
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T 324

a X (3:249)

a, =4 (3.240)
Ty

, = % (3.240)

b, =V (3.24d)
Ty

e os coeficientes & e by como fungdes das coordenadas do ponto analisado:
& = U (X0, Yo) (3.253)
bo = Vv (%, Yo) (3.25b)

A obtencdo dos valores das componentes da funcéo deslocamento em todos os
vértices da estrutura pode ser feita pela comparacdo das sues respectivas coordenadas
determinadas, por exemplo, por dois gustamentos distintos, executados usando-se
observages coletadas em duas épocas diferentes, ou, em um dos quais tenha sido
inserida uma observacdo cuja consisténcia pretenda ser investigada. Deste modo, para
0s gjustamentos (1) e (2), tem-se que:

u=u(x,y) =x?- x® (3.263)
v=v(x,y)=y?®. y0 (3.26b)

Para o célculo de (X - Xp) e de (y- Yo) pode-se usar coordenadas oriundas do
gustamento (1) ou do gustamento (2), por serem as diferencas entre elas muito
pequenas [ Thapa, 1980].

Para o calculo dos parametros de deformacao (incognitas do mesmo problema),
pode-se fazer uso das equactes (3.23), para a vizinhanca de cada vértice a ser analisado.
Os valores da funcdo deslocamento para os vértices vizinhos e para o vértice analisado
podem ser calculadas pela equacéo (3.26). Considerando como n 0 nimero de vértices
integrantes da vizinhanca do ponto analisado, temse um conjunto de 2n equacles a 4
incognitas. Para a solucdo deste sistema de equactes, exige-se um minimo de 2 pontos
vizinhos, de modo a se ter 4 equactes para 4 incégnitas. Quando o nimero de pontos
vizinhos for maior do que 2, pode-se partir para um processo de gjustamento usando-se,
por exemplo, o critério dos minimos quadrados [Gemael, 1994]. Considerando os n
vértices vizinhos ao ponto P, de coordenadas (Xo , Vo), as equacles (3.23) podem ser
escritas como [ Thapa, 1980; Schneider, 1982; Silva,1986]:
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(U (x,Y1) = a1 (X1-Xo0) + a(y1 —Yo) + &
V (X1,y1) = b1(X1-Xo) + b2(y1 —Yo) + bo

< | | | (3.27)
U (% Yn) = 1 (X-X0) + @(Yn —Y0) + &
¥V(xn,yn) = b1(Xa-Xo) + b2(yn —Y0) + bo

Estas equactes podem ser re-escritas da forma matricial, como:

u(x, y1) (x1—%0) (Y1—Yo) 0 0 a 2}
V(% , Y1) 0 0 (a2 —X0) (¥1—Yo) & bo
............... = + | s
U (%, Yn) (% —%0)  (Yn—Yo) 0 0 by ao
V (% 5 Yn) 0 0 (%—%) (Yn—Yo) b, bo
(3.28)

Ou, de forma mais el egante, como:

d=Ae+g, (3.29

com dimensbes d (2n,1) , A (2n,4), e (4,1) e c (2n,1). A solugdo deste sistema de
equacdes € dada por:

e=-(A" ATATL, (3.30)

I=c-d. (331)

Os componentes do vetor e sdo 0s elementos do tensor de deformagdo para o vértice sob
investigacdo da estrutura geodésica.

Outras abordagens gue conduzem a aplicacéo dos parametros de deformacdo em
estruturas geodésicas podem ser desenvolvidas, como indicado por Schafrin & Bock
[1994], Freeden et al. [1996] e Quanwei [1997].

3.1.4. Inter pretacdo dos par ametr os da defor magéo

O significado dos parametros de deformacéo podem ser resumidos como segue:
Os parémetros que representam a deformacdo propriamente dita (norma ou de
cisalhamento) indicam a variagdo média (no sentido do critério dos minimos quadrados)
da disténcia que separa o vértice em andlise de seus vizinhos, retratando deste modo
uma variacdo de escala. Ja o parametro relacionado a rotacdo diferencial estard
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retratando a variacdo média, em orientacao, as diregdes para o veértice analisado, dentro
do sistema de coordenadas adotado. Com este significado, torna-se possivel a
verificagdo da influéncia que uma determinada observacdo exerce sobre uma estrutura
geodésica, em cada um de seus vértices, ou o quanto significa o deslocamento fisico de
algum vértice da estrutura [Vanicek et al., 1981; Schneider, 1982; Slva, 1986; Vanicek

et al., 1996].
3.1.5. Representacao gr afica dos par ametr os de defor macéao

A interpretacdo do significado dos parametros de deformacdo pode se dar
através da respectiva representacdo visual. Para a representacdo da deformacdo
simétrica, se faz uso de uma elipse, de forma andloga a elipse de erro formada a partir
do resultado de um gustamento por minimo quadrados. Para a representacéo da rotagéo
diferencial, se faz uso de arcos de circunferéncia [Vanicek et al., 1981].

A dipse de deformacdo € definida a partir dos seus eixos principais de
deformagdo, que possuem a direcdo dos autovetores do tensor de deformagdo simétrica.
Os valores de seus semi-eixos maior e menor | yax € | min (representando valores
maximo e minimo de deformacdo, respectivamente) sdo os autovalores do tensor em
questéo, que, no espaco bi-dimensional, é dado por [Schneider, 1982; Silva, 1986]:

I min=05(E1n+ex)- m (3.32)

| Max=0,5(Er1+ €2) +m (3.33)
onde,

m=1[0,25 (e11- ex)? +€?1,]¥2. (3.34)

A orientacdo da €lipse de deformacéo é dada pelo éngulo g, que orienta 0 seu semi-eixo
maior, correspondendo ao autovalor maximo do tensor de deformacdo. Ela € dada por
[Thapa, 1980]:

tang=- [(e11- | max) /€] (3.35)
O tensor de deformacdo admite autoval ores positivos e negativos, significando extenséo
e contracdo, respectivamente. Para efeito de representacéo grafica, adota-se 0 médulo
destas quantidades [Vanicek & Krakiwisky, 1986].

A rotacéo diferencia média é dada por:

_1adu v o (3.36)
2 g‘ﬂy X g
Exercicio 3.1

Apoés gustamentos distintos de duas poligonais, realizadas em épocas diferentes, (1) e
(2), detectou-se um deslocamento da estacéo O, situada sobre uma ponte. Calcular os
valores maximo e minimo de deformagdo, bem como a orientacdo da €elipse de
deformacéo. Dados as coordenadas UTM dos pontos 1, 2, O(1) e O(2):
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Ponto E (m) N (m)
o) 673.950,000 7.187.550,000
0(2) 673.950,090 7.187.550,080

1 668.960,000 7.186.770,000
2 679.940,000 7.185.940,000

A solucdo deste exercicio segue das equagdes (3.29), (3.30), (3.32), (3.33) e (3.34).

A matrix A tem 0s seguintes elementos:

A=|-4990 -780 0 0
0 0 -4990 - 780

5990 -1610 0 0

0 0 5990 -1610

O vetor d € formado por elementos nulos. O vetor ¢ tem como elementos:
c¢=[0,09 0,08 0,09 0,08]"

O vetor e é obtido pela solucéo do sistema (3.30):

e=[587 0,78 522 0,69] " 10° (ou m-- ver item 2.2.2)

Para o célculo da elipse de deformagéo tem-se:

| MIN = 6,272
| MAx:0,288

g=56,5°
3.2. Estado plano de tensdes— andlise das tensdes e defor macdes
3.2.1. Abordagem da Mecanica dos Materiais

Conforme visto anteriormente, o estado mais geral de tensdes, em um ponto
gualquer situado na face de um cubo elementar, pode ser representado por seis
componentes: Sy, Sy € S, representando as tensdbes normais;, e, tyy, ty; € tx
representando as tensdes de cisalhamento, todas agindo no mesmo cubo, centradas no
ponto, dentro de um sistema de coordenadas.

Duas perguntas podem ser feitas:

como se transformam as componentes das tensdes quando ocorre uma rotacéo dos
eixos coordenados?

Qual alei de transformacéo das componentes das deformacdes especificas?

O caso em questéo se situa dentro do chamado “estado plano de tensdes’, nos
quais duas das faces do cubo elementar se encontram isentas de tensbes. Este seria 0
caso de uma chapa fina, submetida a forgas que atuam no plano médio da chapa. Supor,
entdo, um ponto qualquer submetido a um estado plano de tensdes (onde
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s,=t, =t =0) representado pelas respectivas componentes de tensdo Sx, Sy € tyy
(conforme Figura 3.8).

AY
Gy A

(T - LG—P%X

Z‘/ I Oz

Figura 3.8 — Ponto sob um estado plano de tens&o.

Txy

Desgiase encontrar as componentes de tensdo Sy, Sy e tyy relativas as
rotacOes deste cubo, em torno do eixo Z, em um angulo g.

Figura 3.9 — Rotacdes centradas no ponto.

Apobs desenvolvimentos matematicos apresentados, por exemplo, por Beer &
Jonhston [1989], tem se que, para a conmponente Sy

_s,*s, s,-s

s,'= 5 +—= > ~cos +t, seny; (3.37)
paraacomponente s
L S,*tS, s,-s,
s,'= > > cos2q -t sen2q; (3.38)

€ paraacomponentet -

toy == XY enog +t
S sen2q +t ,, cosy (3.39)
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Considerando as equacoes (3.38) e (3.39), verifica-se que:

S X' + E;y‘ = Ssx'F 55)/ (:3.‘1())
Como s,= s; = 0, pode-se concluir que a soma das tensdes normais em um elemento
submetido a um estado plano de tensdes independe da orientacéo do mesmo.

As equagdes (3.37) e (3.38) sdo equaches paramétricas de uma circunferéncia.
Apdbs manipulagdes algébricas [ Beer & Jonhston, 1989] encontram se as expressoes.

(Sy - srred)2+tx|y. 2=R% , (3.41)

onde:

Sy +S
Smed = % (3.42)

R_Jasgix-sygz +t 2 (343)
- % Xy . .
2 o

A equacdo (3.41) € a expressdo de uma circunferéncia de raio R com centro em
um ponto C, com abcissaigual Smeq € Ordenada igual a O, conforme mostra a figura

3.10.

T xay
A

. 4

O'min

Omed E

O'max

A 4

Figura 3.10 — Circulo de Mohr.
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A Figura 3.10 é conhecida como Circulo de Mohr, e serd motivo de atencéo em
breve. Desta figura, destacam se:

ponto A: maximo vaor de tensdo normal Sy;

ponto B: minimo valor de tensdo normal Sy;

ponto A e B: valor nulo datensdo de cisalhamento tyy;
pontos D e E: maior valor de tensdo de cisalhamento tyy;
pontos D e E: mesma abCissa s meq ;

raio R: equivale ao valor maximo da tensdo de cisalhamento;
ponto C: corresponde a s med

Uma equacdo para o angulo q pode ser obtida a partir da equagdo (3.39),
considerando os pontos A e B, fazendo tyy = 0:

ny
tan 2y, = —2— (3.44)
Sx-Sy

As tensbes normais Sma € Smin S8 chamadas de tensdes principais no ponto
considerado. As faces do cubo elementar s&0 os planos principais. A equagéo (3.44)
permite afirmar que ndo existem tensdes de cisalhamento nos planos principais, pois
tyy €igua azero.

Da figura anterior, observa-se que:

Sméx = Smed + R, (3.45)
e que:
S mn — Smed - R . (346)

Por analogia aos pontos A e B, o valor do éangulo gc com respeito ao alinhamento
DeEé&

S,-S

- (357)

Xy

tany, = -

Os angulos gy € g S0 inversos negativos, logo, separados por 45", Deste modo,
os planos de méxima tensdo de cisalhamento formam angulos de 45 com os planos
principais.

Uma forma gréfica alternativa para problemas relacionados ao estado plano de
tensdes é conhecida como Circulo de Mohr. Esta solucéo gréfica foi sugerida por Otto
Mohr (1835 — 1918) cujo formato € similar ao circulo mostrado na figura. Para a
construcdo do circulo de Mohr, algumas convencdes podem ser definidas de anteméo:

(8 Quando a tensdo de cisalhamento provocar rotacdo do elemento no sentido

horério, o ponto correspondente fica acima do eixo das abscissas; do contrério, o
ponto fica abaixo.
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(b) Quando a tensdo normal for positiva (tragdo), o ponto correspondente fica a
direitado eixo t ; do contrario, o ponto fica a esquerda.

Exercicio 3.2
A construcdo do circulo de Mohr é exemplificada abaixo. Considere um cubo elementar

sujeito a um estado plano de tensbes. Determinar as tensdes méaxima e minima de
cisalhamento e as tensbes normais correspondentes através do circulo de Mohr. Séo

dados:

Sx =40MPa
Sy =-10MPa
txy = 30MPa
Y
A
Sy
vty

0%,—, X
Sx

Inicialmente, deve-se marcar um ponto X, com coordenadas Sy e tyy € Y, com
coordenadas -sy e tyy, respeitando as convengdes definidas. A intersecéo da linha reta
gue une os pontos X e Y com eixos das abscissas define o ponto C, o centro do circulo

de Mohr.

Conforme visto anteriormente, a abscissa do centro do circulo éigual a0 S med:

Sx*s, _40+(-10) _30
2 2

=15MPa

Smed:OC:

O raio do circulo de Mohr segue diretamente da figura:
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R=CX =VCF 2 +FXx 2
onde CF = 40-15 = 25MPae FX = 30MPa.
Logo: R =CX =+/25% +30? =39,05MPa
As tensBes principais séo:
Smax = AO = Speg+ R= OC + EA = 15 + 39.05 = 54,05MPa
Smin = OB = S med— R = OC — BC = 15— 39.05 = -24,05MPa

O angulo 2gp corresponde ao angulo ACX:

FX 30
tan ===
Ao CF 25
20p= 50,2
Op = 25,1

A tensdo maxima de cisalhamento corresponde ao raio R, logo, igual a 39,05M Pa.
Comparando com a solucéo analitica:

2, __ 230
-s, 40- (-10)

X y

tany 3 =50,2°

Qo= 25,1°

Smax = Smed + R
Smin =Smed— R
S

X +S y
Smed = 5 = 15MPa

2
as. -S,0
R= X "YE 4+t ? =39,05MPa
JW 5

S ma= 54,05M Pa
S min — '24,05M Pa

A valorizagdo da equagdo (3.37) mostra que a tensdo normal sy corresponde a tensdo
maxima:

,_40-10 40+10

SX
2

c0s50,2° +30sen50,2° =54,05MPa=s

A tensdo normal em cada face do cubo:
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s'=s .4 =15MPa

A notagdo g, faz com que CA° CD. Uma rotagdo adicional de 45° faz com que o eixo
02l Od, o que corresponde a maxima tensdo de cisalhamento.

3.2.2. Uso do Circulo de Mohr na andlisede erros

Analise de erro é uma parte essencia de qualquer levantamento, pois nenhum
levantamento é completo se ndo contiver uma verificagdo matematica sobre a
ocorréncia de algum tipo de erro. A andlise de erro geralmente envolve um gjustamento
dos dados coletados, resultando na determinacéo do valor mais provavel (VMP) das
posicoes dos pontos levantados. A precisdo do posicionamento pode ser descrita pela
magnitude de regides de confianga em torno dos VMP. O gustamento oferece
informagdes usadas para determinar as dimensdes de uma elipse de erro, centrada no
VMP, associada a um nivel de probabilidade (ou confianca) dentro da qual o ponto se
situa. O circulo de Mohr pode ser utilizado como uma técnica alternativa para a anélise
de erro, incluindo informag&o sobre a diregéo da elipse de erro [Haug, 1984].

A determinacdo do VMP, através de um processo de gjustamento por minimos
quadrados pode se dar através da solucdo de um sistema de equagdes (normais), como
correcbes a serem aplicadas a valores iniciais as coordenadas das posices (e as
observacdes). Considerando o método parameétrico, a solucdo, contida no vetor X, é
expressa por [Gemael, 1994].

X=-(A"PA'(A'PL), (3.48)
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onde A € a matriz das derivadas parciais, P representa a matriz dos pesos, e L o vetor
contendo as observagoes.

A determinacdo do VMP deve vir acompanhado de um indicador de preciséo,
obtido pelo I’ paréntese do lado direito da equac&o, representando a chummed matrix
variancia covariancia. Para uma situagéo bi-dimensional, considerando um Unico ponto,
ela pode ser expressa por [Gemael, 1994]:

7

é S U
Sc=5, (A 'PA)'1:§SXZ < Xyg. (3.49)
g “y2g

Na matriz da equagcdo (3.49) as variancias ocupam a diagonal principal, e as
covariancias seus elementos ndo-diagonais, e o elemento s,? representa a variancia a
priori.

De posse da matriz varidncia-covariancia, pode-se determinar o limite de
probabilidade, sendo a elipse a figura matematica ideal para este proposito. A érea
dentro desta elipse € descrita como uma regido de confianca dentro da qual existe uma
probabilidade de que a posicéo certa estgja dentro da elipse. A Figura 3.11 mostra uma
elipse de erros definidora da regido de confianga, na qual o erro maximo e minimo,
obtido do gustamento, jazem sobre 0s semi-eixos maior e menor, respectivamente, e
cuja orientacdo se da através do angulo f .

, Y
T
v x
9) ]
YI oo Oy
GyI
Ox Ox

Figura3.11 - Elipse dos erros

Estas quantidades definem a regido (ou elipse) de confianca para um ponto(ou
estacao) isolada, como [Mephan & Niekerson, 1987]:

1
j1é 0fi2
Smax:1_§x2+sy2+\/@><2'Sy2)2+4sxy205/ (3.50)
f26 th
1
gl 2
Smin =1 §X2+sy2 \/(sxz-sy2)2+4sxyzay'3 (3.51)
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& 25 0
f=lanic 2 = (352)
2 &, -8, 5

A aplicacdo do circulo de Mohr na andlise de erro pode ser apresentada com o
auxilio da Figura 3.12. Inicialmente, constréi-se um grid com variancia e covariancia
definindo os eixos da abscissa e ordenadas, respectivamente. Considerando-se que a
variancia na direcdo X seja maior que na direcdo Y (neste caso), e que as coordenadas
do ponto X sgam sy° e Syy,, € do ponto Y sgjam sy? e sy, respectivamerte, as
variancias e covariancias, da posicao gjustada, nas direcbes X e Y. A linha reta que une
os pontos X e Y definem o didmetro do circulo de Mohr para a estacdo. As variancias
principais, maiores e menores, sd0 encontradas construindo-se um circulo cortendo X e
Y, com centro em C. A linha CX representa a diregdo X, ealinha CY adiregdo Y. O
angulo 2f é definido na intersecéo entre adirecéo X e adirecdo da variancia maxima. O
angulo f é obtido pela unido entre os pontos X e B [Haug, 1984].

AG Xy

X (O%Oxy)

v

Oyx=-Oxy

2
Omax

|
1
|
I
|
I
|
I
|
I
|
I
|
I
|
I
|
I
|
I
|
I
|
I
|
I
|
I
|
I
|
I
|
I
|
I
|
I
|
I
|
I
|
I
1
I
|

V]

Lgl

Figura 3.12 — Circulo de Mohr na analise dos erros.

Para se derivar as equacles basicas, usamse as Figura 3.12 e 3.13, onde se nota
que:

OA =0C +CA =Sma+R, (3.53)

onde;
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oC = % 2+s yz), (3.54)
&1 2 (3.55)

R=CA= _(s -s 2)‘,‘ +S 47

& X Syl e

sendo que:
R? = (Cx)? +(xx')? (3.56)
2 _€l 2 2\ 2

R :SE x‘Sy)uHJfoy (3.57)

e, OA eqliivale a variancia méxima s %ma que obtém:se somando-se as equacao (3.54) a
(3.55):

1 1
s Zmax:E(s XZ +sy2)+\/[§(sx2 -5, 0% +s,,° (358

De forma andloga:
s2nn= OB =0OC—-CB = 0OC-CA (3.59)
1 1
Szmin:E(SX2+Sy2)- \/[E(sxz-syz)]z +S ,° (3.60)

A relacdo angular entre 0 eixo :

' s 2s
tan2f == 2w o To (361)
X s -s,° s’ -s,
2
X
) I
Sxy
c 126 i >

A

. 4

Figura 3.13 — Relagfes no trigngulo CXX¢

53



Estabilidade das Estruturas Geodésicas Aplicacdes na Geodésia

Pode-se verificar que as equacdes (3.58), (3,60) e (3.61) sdo idénticas as
equacdes usadas para a construcdo da elipse de erros encontradas na literatura geodésica
[Richardus, 1966; Bomford, 1980; Mephan & Nickerson, 1987]. Com isto, conclui-se
gue o Circulo de Mohr pode ser usado para a determinacéo das variancias principais,
maxima e minima, bam como para orientcao.

A determinag&o do quadrante da diregdo X no Circulo de Mohr pode ser feita de
forma andloga aquela sugerida por Mikhail [1976] e utilizada por Haug [1984],
relacionada ap angulo entre o semi-eixo maior da €elipse de erro e o eixo X. Para td,
considera-se a divisdo do Circulo de Mohr em quadrantes, conforme indicado pelos
ndmero romanos na Figura 3.12. Os sinais das quantidades syy € (s 2 - 52y ) definem
esta direcéo, conforme a Tabela 3.1.

Tabela 3.1 Definicéo do quadrante da diregdo X.

Vaor Sinal Quadrante

Sxy

n

+
(s%- Szy) + |
Sxy +
(s%- s%) - Il

Sxy
(s%- s%) - 1

Sxy
(s%- s%) + \Y,

De forma andloga, a covariancia méxima e minima sdo iguais ao raio do Circulo
de Mohr. A técnica do circulo de Mohr pode ainda ser extendida para a andise da
variacdo do erro em direcdo [Haug, 1984] e para questdes relacionadas a ponderacdo
das observacdes [Kou & Song, 1996].

Exercicio 3.3
Um levantamento foi efetuado, no qual os pontos A e B foram ocupados, objetivando a
determinac&o do ponto C. As observagdes coletadas (angulos e distancias) foram
gjustadas, e 0 VMP do ponto C obtido, associado a matrix variancia-covariancia:

Sx = (4,650 0,200

5410 | mn?

Calcular gréficamente, o valor das variancias e covariancias maximas e minimas, bem
como o angulo de orientacdo, e comparar estes valores com os obtidos analiticamente.

Solugdo: primeiro, definir o quadrante da direcdo X. Como Syy > 0 e (s%- s%)<0,a
direcéo X esta no segundo quadrante.
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Sxy

B /2 A 2

A
Y

Coordenadasde X e Y:
X(4,650; 0,200)
Y (5,410; -0,200)

O vador das varidncias maximas e minimas corresponde aos pontos A e B,
respectivamente. Graficamente, tem-se que:

S % = 5,45 mn?
S 2min = 4,60 mn?

Atencéo: para se obter este valor, 0 desenho do circulo de Mohr deve estar em escalal

O valor da covariancia maxima e minima corresponde ao raio do circulo de Mohr, que,
graficamente, éigual a

tXY:R

Estes valores sdo equivalentes aos obtidos analiticamente com as equagdes (3.57),
(3.58) e (3.60). Compare o valor analitico com os valores para s %max S2min€txy.

O éangulo de orientacdo da diregdo X €igua a-27°. Compare com o vaor fornecido
pela equacéo (3.61).

3.3. Pré-andlise e otimizacdo de redes geodésicas
3.3.1. Pré-anélise e otimizacao

Entende-se por otimizacdo de redes geodésicas um conjunto de procedimentos que
conduzam a escolha 6tima, no sentido de ideal, dentro de determinados critérios, do
sistema de coordenadas que servird como referéncia para a rede, da localizacdo das
estacoes que a compdem, das observacoes a serem utilizadas bem como de seus pesos
associados, e da necessidade ou ndo de se melhorar uma rede pré-existente. Um
processo de otimizagdo envolve simulagfes, de natureza numérica ou ndo, conhecidas
pelo nome de pré-analise. As vezes, é possivel que se encontre mengao a otimizagdo e
pré-andlise como sinbnimos, 0 que pode causar certa confusao.
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Dentro do contexto deste curso, € interessante ressaltar o significado das
palavras precisdo e acuracia. Os dois termos possuem significado estatistico. Precisdo
interna, ou simplesmente precisdo, se refere ao quanto as observacoes se aproximam da
sua média. Precisdo externa, ou acuracia, se refere a0 quanto a estimativa de uma
grandeza se aproxima de seu valor exato. A precisdo € expressa por meio da variancia
[Gemael, 1994]. Infelizmente, esta distingdo entre precisdo e acurécia € de certo modo
ténue na comunidade de levantamentos. De fato, precisao e acuracia sdo sinbnimos se as
observacOes coletadas estiverem isentas de erros (o que € muito dificil na préatica).

Existem trés categorias de erros, conforme apontado por Gemael [1994]: erros
sistematicos, grosseiros e acidentais (ou aeatérios). Os erros sisteméticos possuem
determinado padrdo ou caracteristica. O seu comportamento pode ser modelado
matematicamente. Exemplo de erro sistemaético, pode-se citar a refracdo que sofre o
sina transmitido por um medidor eletronico de distancia quando de sua propagagéo.
Erros grosseiros sdo geralmente erros muito grandes, e atribuidos a erro do observador,
ou a falha do equipamento. Por exemplo, um erro de leitura, ou um erro no registro da
observagdo. Como estes erros nao podem ser tratados matemati camente, eles devem ser
detectados, através de procedimentos de medida ou de escrutinio das observacdes,
previamente aos cél cul os (pré-processamento). Ja os erros al eatorios tém sua ocorréncia
sem que segjam regidos por alguma regra ou modelo matemético. Os erros aleatorios,
contudo, possuem certas caracteristicas que permitem que sgjam minimizados através
de processos de estimacao, como 0 método dos minimos quadrados, no estégio de pos-
processamento.

A etapa de pré-andlise requer, idealmente, o conhecimento a priori da acurécia
das observacOes, de modo a que se possa inferir 0 quanto as observacOes, e, por
conseguinte, os resultados finais, irdo ser afetados por condicdes instrumentais e de
ambiente. Uma andlise posterior, possibilita que informagdes confidvels sobre as
variancias e covariancias, de todas as observacOes coletadas no levantamento, sejam
usadas para a estimacdo dos parametros de interesse, bem como na avaliacdo da
qualidade da rede.

O conceito de confiabilidade ¢eliability) de uma rede geodésica se refere a
habilidade que a rede possui de resistir a erros (ndo detectados) nas observagOes. Em
geral, distingue-se dois tipos de confiabilidade, a confiabilidade interna e a
confiabilidade externa [Grafarend & Sansd, 1985]. A nive tedrico, a aplicagdo do
método dos minimos quadrados requer que os dados a serem gjustados estejam isentos
de erros de natureza sistematica e grosseira. Para este propésito, as observacdes devem
passar por um processo de filtragem prévia, visando a eliminagdo destes erros. Os
resultados do ajustamento sdo também passiveis de escrutinio em busca de erros.
Contudo, por mais eficiente que possa ser a técnica de filtragem utilizada, erros, abaixo
de um certo limite (ou tolerdncia) passam sem serem detectados. O conceito de
confiabilidade interna estd, entdo, ligado a capacidade de se detectar erros nas
observacdes, ou quéo efetiva determinada técnica de filtragem € ao ser aplicada a rede.
O conceito de confiabilidade externa traduz a sensibilidade da rede em s, para os
peguenos erros residuais que tenha permanecido, ou para peguenas ateracbes, ou
inconsisténcias, nas observacdes. Uma rede confidvel significa que ele responde pouco
aerros ndo detectados.

3.3.2. Métodos para o monitoramento de defor macdes

Existem diferentes técnicas e metodologias que servem aos propositos do
monitoramento de deformacdes, incluindo ai a determinagdo dos parametros de
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deformacdo. Chen [1983] sugere que medigbes com propésitos de monitoramento
devem possuir as seguintes caracteristicas:
altaacuracia;
repetibilidade na col eta das observacoes,
integracdo entre diferentes tipos de observagoes,
rede de monitoramento pode ser incompl eta, dispersa em espaco ou em tempo;
andlise criteriosa dos dados coletados, baseada em métodos sofisticados, de modo a
gue se tenha a melhor interpretacdo possivel, evitando-se, por exemplo, que erros de
medi¢éo sgjam considerados como deformacdes.

Duas categorias de métodos com objetivos de monitoramento de deformacdes
podem ser apresentadas. os métodos geodésicos e os métodos ndo geodésicos. Os
métodos geodésicos incluem métodos geodésicos terrestres e espaciais, bem como
métodos fotogramétricos. Estes métodos sdo usados para o controle da magnitude e
variacdo temporal das deformacdes horizontais e verticais de estruturas de parte mais
superficial da crosta terrestre. Métodos geodésicos sdo complemente adequados para o
monitoramento de deformagdes. Métodos ndo geodésicos fazem uso de instrumentos
geotécnicos especializados. Eles se fazem necessarios, na maioria das vezes, como
forma complementar aos métodos geodésicos, por exemplo, indo aquelas partes das
estruturas inacessiveis a estes, ou fornecendo outros tipos de informagdes [Coleman &
Ding, 1993]. Méodos ndo geodésicos podem ser utilizados de forma principal, no
monitoramento de deformagdes. Neste caso, métodos geodésicos entram no contexto
para definir um sistema de referéncia.

Métodos geodésicos sdo Uutilizados através de redes de monitoramento
dedicadas. Chrzanowski [1981] distingue dois tipos de redes, apresentadas na Figura
3.14(a) e (b):

(a) redes relativas, nas quais os pontos que compdem a rede estdo situados na regido
sob deformagdo. A deformacdo pode ser modelada através de medicdes repetidas
tempora mente;

(b) redes de referéncia, nas quais alguns dos pontos se situam foram da regido sob
deformacdo, permitindo a determinacdo dos deslocamentos absolutos dos pontos na
areadeforméavel.

Areasob
deformacéo

Figura 3.14(a) — Rede de monitoramento relativa

57



Estabilidade das Estruturas Geodésicas Aplicacdes na Geodésia

Area sob
deformacgéo

Figura 3.14(b) — Rede de monitoramento de referéncia.

A Tabela 3.2 mostra de forma resumida os métodos geodésicos usua mente
utilizados no monitoramento de deformagdes, e respectivas acurécias associadas
(Bomford, 1980; Vanicek et al., 1980; Chrzanowski, 1983; Slva, 1983; Vanicek &
Krakiwsky, 1986; Mendonca, 1986; Quintas, 1989; Groten & Becker, 1995; Kuang,
1996; Gag, 1997):

Tabela 3.2 — Métodos geodésicos de monitoramento de deformaces.

Método Acurécia
Nivelamento geométrico de 12 ordem 0,5mm Ckm
Distancia com fita invar 2 ppm
Poligonacao geodésica 1:30.000 a 1:150.000
Triangulag@o geodésica 1:30.000 a 1:1.000.000
Medicéo eletronica de distancia 0,1 ppm a5 ppm
Nivelamento trigonométrico 2 mm Ckm
Técnicas Espaciais:
GPS 1 ppma0,1 ppm
VLBI 0,01 ppm
SR 0,01 ppm
Técnicas fotogramétricas 1:5.000 a 1:100.000

Explicacdo detalhada sobre cada um destes métodos € feita dentro do contexto
das disciplinas correlatas a esta, durante o transcurso do curso. Porém algumas
consideracfes importantes sdo feitas a seguir. Uma caracteristica importante dos
métodos geodésicos é a de que eles se limitam a &reas abertas, ou sgja, € necess&ria
intervisibilidade entre as estacOes sobre as quais as observacdes so realizadas, ou entre
elas e os satélites, ou entre pontos objeto e as camaras fotogramétricas. Como exemplo,
pode-se mencionar a utilizagdo do nivelamento geométrico de 12 ordem no
monitoramento de deslocamentos verticais da crosta provocados por carga decorrente
do enchimento do reservatorio de barragem. Conforme relatado por Gemael & Faggion
[1995] a comparagdo entre desniveis obtidos de nivelamentos geométricos antes a apos
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0 enchimento da barragem mostrou claramente o rebaixamento da crosta, tanto maior
guanto maior a proximidade da barragem em si. O mesmo procedimento foi feito
usando-se a gravimetria. Neste caso, contudo, somente o emprego de técnicas
estatisticas [Monico, 1988; Jianjun, 1995] possibilitou a verificagdo de comportamento
similar ao encortrado com o nivelamento geomeétrico [Gag, 1997]. Métodos geodésicos
terrestres e espaciais tém sido utilizados em conjunto para 0 monitoramento de
deformagdes [Wolfrum, 1992; Welsh, 1993; Dong et al., 1998].

Métodos ndo geodésicos fornecem informacbes relativas ao estado da
deformacgdo global dos objetos monitorados, bem como sobre translagbes e rotagtes
com respeito a pontos de referéncia situados fora da area de deformacdo. Estas
informagdes incluem deformacdes dentro do corpo em estudo, por exemplo, fundagdes,
sgjam no embasamento rochoso ou n&o, em grandes obras de engenharia, € movimentos
relativos de estabilidade de solo ou rocha. Eles se aplicam primordiamente a
deformagdes em escala local. Com respeito aos métodos geodésicos, os métodos néo
geodésicos possuem como vantagens, o fato de ndo requererem intervisibilidade entre as
estacOes, bem como de se adaptarem para 0 controle continuo e automatico. Como
desvantagens, pode-se citar o fato das medidas possuirem carater local, podendo serem
afetadas por disturbios locais que ndo representam as verdadeiras deformagdes. Como
as observagdes ndo sdo conectadas, uma andlise de tendéncia gera da deformacéo é
mais dificil.

A Tabela 3.3 relaciona alguns instrumentos empregados pelos métodos néo
geodésicos, os tipos de deformacéo a que eles sao sensivels e suas respectivas acuracias
tipicas (Chrzanowski, 1981; Chen, 1983; Secord, 1985; Secord, 1995; Kuang, 1996).
Dos instrumentos citados alguns sdo tipicamente geotécnicos (inclinbmetros e
extensdmetros), enquanto outros foram desenvolvidos para alguns tipos especiais de
monitoramento (péndulo invertido, niveis hidrostéticos, interferdmetros a laser,
alinhamento por difragéo).

3.3.3. Otimizagao de redes de monitoramento

O projeto, ou otimizacdo, de redes geodésicas € dividido em ordens, a saber [Grafarend

& Sanso, 1985]:

- Projeto de Ordem Zero: escolha de um sistema de referéncia ideal (6timo).

- Projeto de Primeira Ordem: escolha dalocalizacdo ideal (6tima) para as estagoes.

- Projeto de Segunda Ordem: escolha das observacdes que devem ser feitas e do seu
respectivo nivel de precisio.

- Projeto de Terceira Ordem: escolha de como melhorar uma rede pré existente.

A otimizagdo de redes geodésicas pode ser feita através de varios métodos,
encontrados na literatura. Pode-se citar aqueles baseados em simulagcBes numeéricas
baseadas em computador com saida gréfica [Janes et al., 1986; Chang et al., 1996], na
solucdo por inversas generalizadas [ Bossler et al., 1973], por programacéo linear [Cross
& Thapa, 1979; Evan-Tzur & Papo, 1996], por programacdo quadrética e por inversas
generalizadas iterativas [Grafarend & Sanso, 1985]. Uma nova abordagem foi proposta
por Kuang [1991].
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Tabela 3.3 — Métodos ndo geodésicos de monitoramento de deformacdes.

Instrumentos Acuréciatipica Deformacéo
Inclindmetro de preciséo: Inclinagbes
Inclinbmetro de mercurio 0,00022

Nivel eletrénico 0,252
Talyvel 0,2
Nivelamento hidrostético:
Elwaag 001 0,03 mm/40 m
Sistema Nivomatic 0,1 mm/25 m
Péndulo suspenso e invertido 0,1 mm
Extensdmetros (fio ou fita): Extensdes e
Distébmetro ISETH 0,05 mm deformacdes
Distinvar CERN 0,05 mm
Rock spy 0,02 -0,2 mm
Extensdmetros (tubo ou vara):
Pontos isolados 0,01 -0,02 mm
Pontos multiplos 0,01 -0,02 mm
Torpedo 0,1 mm
Interferdmetro a laser 0,0004 ppm
Alinhamento, métodos mecanicos: Alinhamentos
Linha de ago 0,1 mm
Linha de nylon 0,035 mm — 0,07 mm
Alinhamento 6tico 1-10ppm
Alinhamento com laser 0,1—1 ppm

A otimizacdo de redes de monitoramento seguem 0S mesmo principios gerais,
porém com algumas diferencas, algumas profundas, enunciadas a seguir [Kuang, 1996]:
1. N&o existe problema de projeto de ordem zero nas redes de monitoramento. No caso

das redes de referéncia, os deslocamentos séo determinados a partir da comparagéo
entre coordenadas determinadas em épocas distintas, com respeito ab mesmo datum,
definido na época inicial, e cujo movimento nas épocas subsequentes deve ser
identificado. Deste modo, neste caso, 0 problema consiste em se confirmar a
estabilidade da rede de referéncia. Apenas aguela que mantém a mesma posicéo e
orientacdo com respeito a época inicial deve ser considerada. JA no caso das redes
relativas, os parametros de deformacdo sdo independentes do datum.

2. Com respeito ao projeto de primeira ordem, a forma da rede de monitoramento serg,
obviamente, funcdo da topografia do local ou da forma da estrutura a ser
monitorada. Contudo, sempre € possivel que alguns dos pontos que compdem a rede
possam ter suas localizagOes alteradas, melhorando a configuragdo da rede, seguindo
algum critério de otimizacdo. Nas redes de referéncia, pontos de controle devem se
situar fora da area sob deformacdo, ao passo que 0s pontos objeto de estudo devem
estar distribuidos dentro da érea sujeita a deformagdo. Tendo em vista que 0s
parametros de interesse sdo as variagOes das coordenadas (deslocamentos) com o
tempo, bem como outros parametros de deformacéo, todas as outras observactes
isoladas (isto é, aquelas de natureza ndo geodésica) que ndo pertencam a rede
geodésica devem ser integradas de modo a se obter um rede de monitoramento
otimamente projetada. Portanto, no projeto de primeira ordem para redes de
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monitoramento, a escolha da posi¢céo 6tima para 0s instrumentos geodésicos ou Ndo
deve ser resolvida de forma simultanea.

O problema relacionado a0 projeto de segunda ordem para as redes de
monitoramento consiste em se encontrar as acuracias das observavels, geodésicas
ou ndo, isto é, da matriz peso, que conduzam a determinacado dos parametros o0 mais
perto possivel do ideal para o propdsitos do monitoramento. A solugdo do projeto de
segunda ordem possibilita a escolha dos procedimentos de medicéo e observacéo.

A questdo do projeto de terceira ordem estd ligado a melhoria de um rede de
monitoramento existente. Ele pode existir, por exemplo, quando as acurécias
associadas aos deslocamentos ou parametros de deformagdo ndo sejam satisfatorias,
ou quando a andlise das deformagdes mostrar uma tendéncia incompativel com a
realidade. Nestes casos, a rede de monitoramento deve ser estendida por pontos ou
observagdes adicionais.

3.3.4. Estudo de caso: otimizacdo de umarede GPS

Um exemplo de natureza prética, atual, e de aplicacdo direta na atividade profissional
do Engenheiro Cartografo, € o da otimizacdo de uma rede GPS. O problema da
otimizacdo de redes GPS pode ser considerado como andlogo ao problema cléssico da
otimizacdo de redes terrestres geodésicas, comparando-se 0 conjunto de estagdes no
terreno e no céu (os satélites), no caso de uma rede GPS, aos pontos de uma rede. O
problema fica entdo dimensionado como um problema classico, com agumas
caracteristicas particulares [Delikaraoglou & Lahaye, 1989]:

Projeto de ordem zero, ou otimizacdo da definicdo de datum: este € um problema
complexo, cuja definico se da pelo conjunto de estacdes rastreadoras usadas para a
geracdo das efemérides.

Projeto de primeira ordem ou otimizagdo da configuracdo da rede: neste caso,
inclui-se problemas relacionados a redundancia, configuracéo e logistica. A questéo
da redundéncia passa pela defini¢éo de uma configuragdo minima que permita que o
nimero de observagdes sejaigual ou maior que o nimero de paréametros incognitos.
A guestdo da configuracéo esta ligada a geometria formada entre os pontos terrestres
e os satélites. E, finalmente, a logistica, interessada na minimizacdo dos custos
relativos a ocupagdo dos pontos da rede com o niimero de receptores disponiveis.
projeto de segunda ordem, ou defini¢cdo dos pesos das observagdes: no caso do GPS,
as observacOes sdo de alta qualidade (erros aleatérios de pequena magnitude).
Porém, elas sdo afetadas por erros sistematicos, tais como erros dos reldgios dos
satélites e do receptor, atrasos ionosféricos e troposféricos, e resolugdo das
ambiglidades. Estes erros devem ser apropriadamente modelados ou eliminados,
sendo esta uma preocupagdo adicional do projeto de segunda ordem. Outros
problemas inerentes sdo, a selecdo da observavel a ser utilizada (fase da portadora
ou pseudo-distancia), selecdo do angulo de elevacdo (para reducdo do atraso
troposférico), duracdo da sessdo de observacdo (em geral, quanto mais longa a
Sessdn, Mai's precisos sdo 0s resultados), selecdo do periodo do dia para a coleta das
observacOes (para reducdo do atraso ionosférico).

projeto de terceira ordem, ou melhoria da rede existente, com a integracdo de
observacOes terrestres.

De forma geral, pode-se dizer que a qualidade de uma rede GPS depende dos

seguintes fatores:
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a) da geometria da configuracdo dos satélites e das estagdes que compdem a rede no
terreno;
b) da precisdo das observagbes de pseudo-disténcia e de fase de batimento da
portadora;
c) do numero total das linhas de base e sua distribuicéo.
Em termos préticos, deve-se tem em mente que a configuragdo dos satélites no espaco €
algo que ndo se tem controle, pois ela segue a definicéo feita quando da concepcdo do
Sistema, ou de ateracbes determinadas pelo Sistema de Controle. O maximo que se
pode fazer com respeito a ela, consiste na escolha dos satélites a serem rastreados, da
duracdo da sessdo de observacdo e da hora do dia da realizagdo do rastreamento. A
geometria das estacdes que compdem a rede no terreno, €, em geral, definida em funcéo
da aplicacdo, a exemplo do que foi dito com respeito as redes de monitoramento,
baseadas em observacOes terrestres. A precisdo das observagdes GPS € uma fungdo do
tipo de receptor utilizado. Assim sendo, a Unica decisdo a ser tomada com liberdade diz
respeito a escolha do nimero total de linhas de base a serem medidas, bem como a sua
distribuicdo. Esta escolha pode reduzir ou aumentar a redundancia geométrica,
permitindo-se atingir a precisdo exigida pela aplicagdo, a um custo minimo.

A otimizacéo de uma rede GPS pode ser, entdo, colocada como o problema de se
achar, de forma 6tima, o subconjunto de linhas de base que irdo satisfazer os critérios de
precisdo e custo, sendo dados o conjunto de estacOes, a relacéo de todas as linhas de
base possiveis de serem medidas e o critério de qualidade para as coordenadas
estimadas. Duas abordagens para o problema podem ser feitas dependendo do
programa de processamento utilizado. Programas genericamente chamados de
“cientificos’, tais como o Bernese [Rothacher et al., 1993 ], o Gipsy [Weeb &
Zumberge, 1993] e o Dipop [Santos, 1995], tém capacidade para 0 ajustamento de redes
GPS com o emprego direto das observagdes coletadas. A abordagem mais proxima da
prética profissional, € de primeiro determinar as linhas de base individuamente, e,
posteriormente, partir para um gjustamento da rede formada por estas linhas de base. A
determinacdo individual das linhas de base pode ser feita por alguns dos varios
programas “comerciais’, tais como o Prism, da Ashtech, o Trimvec, da Trimble, e o Ski,
dalLeica

Deve-se ressaltar que as linhas de base a serem utilizadas no gustamento sdo
aquelas ditas como linearmente independentes. Por exemplo, se trés pontos forem
ocupados por trés receptores, simultaneamente, irdo existir duas linhas de bases
linearmente independentes. A terceira sera uma combinacdo linear das outras duas,
logo, dependente. Neste caso, esta terceira base deve ser descartada no gjustamento da
rede. O emprego de linhas de base linearmente dependentes aumente artificialmente a
precisdo, podendo igualmente afetar as coordenadas estimadas [Santos et al., 1987].

A otimizagdo se d& a partir dos modelo paramétrico para o gustamento das
coordenadas de uma rede X, e sua matriz variancia covariancia associada Sx:

X=(A"PATATPL (3.62)
Sx=s% (A'PA)* (3.63)
onde P é a matriz peso:

P=shst (369
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s% éavarianciaapriori, e S, amatriz variancia covariancia das solugdes individuais da
cada uma das linhas de base, determinadas no estdgio anterior. Iguamente deste
primeiro estagio, advém o vetor L, composto pela diferenca de coordenadas entre os
pontos que compdem arede. Por exemplo, entre os pontos A e B, o vetor L é:

X8 XA
L= V¥s - Ya (3.65)
ZB Zn

A equacdo (3.63) é empregada, na prética, para os propositos de pré-andlise.

O problema colocado esta relacionado a se encontrar um meio termo entre custo
e precisdo. Considerando uma rede GPS composta por m estacdes. O nimero total de n
linhas de base que podem ser formadas é dado por:

m(m- 1) (3.66)

Imaginando-se uma rede GPS em uma regido metropolitana, composta por, 10 estacoes,
existirdo 45 linhas de base para serem observadas. Obviamente, esta ocupac8o possuli
um custo associado. O ideal é ocupar apenas as linhas de base necessé&rias para se
alcancar a precisao especificada.

Considere-se 0 seguinte exemplo de uma peguena rede composta por 4 vértices.
Neste caso, existirdo 6 linhas de base. Pode-se, entdo, usar uma abordagem iterativa,
determinando-se a matriz variéncia-covariancia Sx para cada uma das véias
combinacdes entre as linhas de base. A matriz dos pesosP deve ser composta usando-se
de informac&o da precisdo do método utilizado. A matriz A representa a geometria da
rede. Por exemplo, considerando-se as 6 linhas de base, e uma situacéo bidimensional,
na qual o ponto A é um ponto injuncionado narede, matriz A é formada a partir de:

DX=AX, (3.67)

ou, explicitamente:

Xag- Xa -1 0 1. 0 0 0 0 O Xa
Y- Ya 0-1 01 0 0 0 O Ya
Xo- Xa 1 0 001 0 0 O Xg
Yo Ya 0-1 0 0 0 1 0 O A
Xo- Xa -1 0 0000 1 O Xc
Yo Ya 0-1 0 00 0 0 1 Yo
Xe- X [=| 0 0-1 0 1 0 0 O Xo
Yo Yg 0O 0 0-1 01 0 O Yo
Xo- Xg 0 0-1 0 0 0 1 O
Yo Yg 0 0 0-1 0 0 0 1
Xp- Xc 0O 00 0-1 01 O (3.68)
Yo Yo 0 000 0-10 1

Xa 1.0 0 0 0 0 0 O

Ya 0 1.0 0 0 0 0 O

(o))
w
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A configuracéo final da rede sera aquela que contiver o menor nimero de linhas de base
cujamatriz Sx satisfaca a precisao especificada.

3.4. Exercicios propostos

3.4.1) Uma rede de triangulacdo foi estabelecida ao redor de uma barragem, visando o
monitoramento de deformagdes sofridas por ela ao longo do tempo, através da
determinacéo das coordenadas de pontos distribuidos pela estrutura da barragem.
Para tal, pode-se proceder a0 estudo individual, ou conjunto, destes Ultimos
pontos, através de suas respectivas coordenadas, oriundas de solugdes espacadas
temporalmente. Abaixo é fornecida uma listagem de coordenadas contendo dois
pontos na barragem, ponto P e Q, e quatro pontos da rede de triangulagéo, veértices
R, S, T e U, oriunda de duas solucdes distintas no ano de 1997 e 1998. Calcular,
no ponto P, os valores maximo e minimo da deformacdo, e o azimute do semi-
eixo maior da elipse de deformacéo. Tracar a elipse deformacdo deste mesmo
ponto. Para a olucdo deste exercicio, baseie-se no croquis de localizacdo abaixo.
Repare que este croquis foi feito sem levar em consideracéo escala e orientacéo.

Ponto P. Ejg97 = 467440,000 N1go7 = 8382222,000

E1998 = 467440,100 N]_ggg = 8382222,200
Ponto Q: Eigey = 467.460,000 N 1907 = 8.382.242,000

Ei9es = 467.460,100 N 1908 = 8.382.242,200
PontoR: E = 458.345,000 N  =8.370.150,000
PontoS: E = 468.050,000 N  =8.368.768,000
PontoT: E = 468.120,000 N  =8.369.001,000
PontoU: E = 480.432,000 N  =8.371.090,000

Para a solucdo deste problema € dado a solugdo da inverséo de uma matriz:

(ATA)! = 0.1943 -0.0604 0 0
-0.0604 0.0494 0 0
0 0 0.1943 -0.0604| ~ 1.0e-007
0 0 -0.0604 0.0494

Todos os passos da solucdo devem ser escritos.




Estabilidade das Estruturas Geodésicas Aplicacdes na Geodésia

3.4.2) Responda as seguintes perguntas, de forma clara e objetiva.

(@) Defina o que € uma“estrutura geodésica’?

(b) Quais os propodsitos principais da aplicagdo dos conceitos na Mecéanica dos
Materiais na Geodésia?

(¢) No que consiste a chamada “pré-analise’?

(d) Como se chama a deformagéo angular de uma estrutura?

(e) Dentro do contexto da disciplina, como vocé define a palavra “deformagéo” ?

(f) Considerando que um ponto, dentro de um sistema cartesiano X e Y, sofre um
deslocamento com componentes u e v, respectivamente paralelas aos eixos X e Y.
O que representam as derivadas parciais fu/fix e v/Ty?

(g) As derivadas parciais apresentadas no item anterior podem ser agrupados em
forma matricial, onde elas se posicionam na diagonal principal. No nosso estudo,
como se chamatal agrupamento?

(h) Considere a matriz variancia-covariancia Sx abaixo, para um caso genérico
bidimensional. O que representam seus elementos?

_E;sz vag
Sx =é o U
&5 vx Sy

(i) Que figura matematica é utilizada para representar um limite de confianca a
partir da matriz variancia-covariancia? O que a &rea deste figura descreve?

(j)) Ao se glicar atécnica do circulo de Mohr na andlise de erros, que quantidades
s80 usadas como unidade dos eixos das ordenadas e das abcissas?

(k) Considere uma rede de monitoramento composta por 10 vértices. Qual 0 nimero
maximo de linhas de base que podem ser formadas nesta rede?

() Observacdes, com propésitos de monitoramento, devem possuir alta acuracia.
No contexto da discipling, o que isto significa?

(m) Qual a diferenca entre uma rede relativa e uma rede de referéncia, dentro do
contexto do monitoramento de deformacdes?

(n) Cite trés métodos geodésicos que atendam os propositos de controle de
deformagoes.

(0) O sistema abaixo € utilizado com finalidades de pré-andise. O que cada um de
seus termos significa?

Sx=s% (ATPA)*

3.4.3) Considere a situagdo dada pela Figura abaixo. Ela apresenta trés pontos A, B e P,
dentro de um sistema cartesiano bidimensional X, Y. Estes pontos est&o ligados por
uma observacdo de distancia d (entre B e P) e por duas observacdes angulares
(angulos a, entre APB, e b, entre BPA). Sabe-se que ocorreu um erro na medicdo
da disténciad: o valor medido é maior do que o valor real. Contudo, este erro ndo
alterou a direcdo do alinhamento BP, que permanece paralelo adirecdo do eixo Y.
Avalie a sSituagéo e responda:

2.1. Como se comportam numericamente as derivadas parciais fu/x, v/y, Tu/fy
e Tv/ix (sdo vaores nulos ou ndo nulos)? E as correspondentes a tensdo de
cisalhamento?

2.1. Neste caso, qual seria a representacdo aproximada da elipse de deformagéo
(faca um croquis)?
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3.4.4) Sgja dada a seguinte situagcéo de um cubo elementar sujeito a um estado plano de
tensdes. Determinar as tensdes principais, as tensbes maxima e minima de
cisalhamento e as tensbes normais correspondentes, através do circulo de Mohr
(solucdo grafica). Mostrar todos os passos. Séo dados:

Sx=+50MPa
Sy= - 20MPa
txy=+ 40 Mpa

L,

3.4.5) Considere a situacdo dada pela Figura abaixo. Ela apresenta trés pontos A, B e C,
dentro de um sistema cartesiano bidimensional E, N. Estes pontos formam um
rede com propositos de monitoramento de deformagdes. O ponto A € um ponto
fixo. Cada uma das 3 linhas de base foi ocupada independentemente por
receptores GPS. Do mesmo modo, elas foram processadas de forma independente.

Para 0 gjustamento deste rede, como se compde a matriz dos coeficientes A?
Mostre como ela se compde.
N

B
<
C
| =
3.4.6) Um levantamento foi efetuado, no qual dois pontos A e B foram ocupados,
objetivando a determinagéo de um ponto C. As observacdes coletadas (angulos e

distancias) foram gjustadas, e o valor mais provavel do ponto C foi obtido,
associado & matriz variancia covariancia (valores em mnr):

_ é,310 05000
X 500 6,2904
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Calcular graficamente o valor das variancias e covariancias maximas e minimas,
bem como o angulo de orientacdo da diregdo X.

3.4.7) Considere a estrutura geodésica indicada pela figura abaixo. Desgja-se determinar
os parametros de deformagéo para o ponto P. Construa a matriz dos coeficientes A
para o caso em questdo. A solugdo devera ser literal.

P

3.4.8) O que caracteriza os projetos de ordem zero, primeira ordem, segunda ordem e
terceira ordem, no tocante a otimizagdo de redes geodésicas?

3.4.9) Considere o sistema de equacdes abaixo, dentro do contexto de umarede de
monitoramento. O que representam cada um dos elementos do sistema indicado?
Como se constitui a matriz dos coeficientes A?

X=(A"TPA'APL
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Anexo A

ANEXO A

Prefixos para as poténciasde 10

MAGNITUDE | PREFIXO SIMBOLO
105 ATO a
10" FEMTO f
10" PICO p
107 NANO n
10° MICRO M
10°3 MILI m
10°“ CENTI C
10" DECI d

10°=1 UNIDADE FUNDAMENTAL
10 DECA D
10° HECTO H
10° KILO K
10° MEGA M
10° GIGA G
10" TERA T
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